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1 EstimationOn 
her
he à déterminer (approximativement) un intervalle in
onnu s =[a; b℄ � [0; 1℄ à partir de n �observations� (X1; �1); : : : ; (Xn; �n). On suppose queles Xi sont indépendants et uniformément distribués dans [0; 1℄. L'étiquette �ivaut 1 si Xi 2 [a; b℄, et vaut 0 sinon. Sur la base de 
es observations on vaproposer un �intervalle hypothèse� h. On note err(h) la mesure de Lebesgue dela di�éren
e symmétrique h�s. On dit que h est 
onsistant ave
 les observationssi Xi 2 h, �i = 1 pour tous les Xi.1. Dans 
ette question on suppose que s appartient à un ensemble �ni S d'in-tervalles. On suppose S 
onnu, mais bien sûr s reste in
onnu. Supposonsen�n que h est produit par l'algorithme suivant : retourner un intervalle h
hoisi de manière arbitraire parmi les éléments de S qui sont 
onsistantsave
 les observations.Montrez que la probabilité de retourner un h tel que err(h) � � est majoréepar jSj(1� �)n.2. On abandonne l'hypothèse que s appartient à un ensemble �ni S d'inter-valles : s peut maintenant être un intervalle fermé quelquonque de [0; 1℄. Onsuppose que h est produit par l'algorithme suivant : retourner h = [�; �℄ave
 � = minfXi; �i = 1g et � = maxfXi; �i = 1g.Montrez que la probabilité de retourner un h tel que err(h) � � est majoréepar 2(1� �=2)n.3. Reprendre les deux questions pré
édentes dans le 
adre suivant : on ne
her
he plus à déterminer des intervalles, mais des re
tangles de [0; 1℄2 de laforme [a; b℄� [
; d℄. Dans 
ha
un des deux 
as (le re
tangle appartient à unensemble �ni 
onnu, ou le re
tangle est arbitraire) on pré
isera l'algorithmequi produit l'hypothèse h, et on donnera une borne sur la probabilité queerr(h) � �.4. Reprendre la première question en abandonnant l'hypothèse que les Xisont uniformément distribués : on suppose toujours que les Xi sont in-dépendants et identiquement distribués, mais 
ette distribution 
ommuneP n'est plus né
essairement uniforme. Comment dé�nir err(h) dans 
e
adre pour retrouver les résultats de la première question ? Y a t-il en
ored'autres hypothèses dont vous pouvez vous passer ?1
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ole Normale Supérieure de Lyon 22 Géométrie algorithmique1. Soit X un ensemble �ni et R un ensemble de parties de X de 
ardinal aumoins 2. On dit qu'une partie S de X est un �-réseau si S \ R 6= ; pourtout R 2 R tel que jRj > �jXj.Montrez qu'il existe un �-réseau de taille au plus ln jRj=�.2. D'abord quelques rappels de géométrie : on appelle triangulation d'unpolygone 
onvexe P du plan un ensemble de triangles dont l'union estégale P . Par exemple, si v1 est un sommet de P et si v1v2 � � � vrv1 est lasuite des sommets de P obtenue en �tournant dans le sens des aiguillesd'une montre� à partir de v1, les triangle v1v2v3, v1v3v4, v1v4v5,...,v1vr�1vrforment une triangulation de P . Dans la suite on ne 
onsidérera que destriangulations de 
ette forme.Soit H un ensemble de n droites du plan. Les 
omposantes 
onnexes du
omplémentaire de l'union des droites de H sont soit bornées (
e sontalors des polygones 
onvexes), soit des régions du plan 
onvexes mais nonbornées. Par dé�nition �l'arrangement triangulé �H� est l'ensemble destriangles obtenus en triangulant toutes les régions bornées (pour simpli�eron ne s'intéresse pas aux régions non bornées). On notera qu'il existe engénéral plusieurs arrangements triangulés pour un même H.On s'intéresse au problème de lo
alisation de point : étant donné un pointx qui n'appartient à au
une des n droites, on souhaite déterminer à quellerégion il appartient. Cela revient à déterminer sa position par rapport à
ha
une des droites (�au dessus� ou �en dessous� ; pour une droite verti
ale,�à gau
he� ou �à droite�). Pour 
ela un algorithme naif e�e
tuerait les ntests l'un après l'autre. Le but de 
ette question est de 
onstruire à partirde H une stru
ture de données qui permettra de résoudre 
e problème plusrapidement. Pour simpli�er on ne 
onsidérera que les entrées x situées àl'intérieur d'un triangle ab
 �xé, et on supposera que les droites ab, b
 et
a appartiennent à H. Ce
i pour éviter d'avoir à traiter le 
as des régionsnon bornées.Le prin
ipe de fon
tionnement de la stru
ture de données est le suivant.Au premier niveau on 
hoisit un sous-ensemble T de H qui 
ontient lestrois droites ab, b
 et 
a, puis on 
onstruit l'arrangement triangulé �T .Etant donné un point x, on détermine à quel triangle de �T il appartient.Expliquez 
omment on peut trouver 
e triangle en temps O(jT j).3. Montrez qu'il existe un T de taille O(logn) tel que l'intérieur d'au
untriangle de �T n'est interse
té par plus de n=2 droites de H.Indi
ation : Soit � l'ensemble des triangles dont 
haque sommet est l'in-terse
tion de deux droites de H. On asso
ie à 
haque élément � de �l'ensemble R� des droites de H qui interse
tent l'intérieur de �. On pourras'intéresser à la famille (R�)�2� de parties de H.4. Si on 
hoisit T 
omme 
i-dessous, en quoi 
ela nous aide t-il à lo
aliserx ? Expliquez 
omment fon
tionnent les niveaux suivants de la stru
turede données. On ne demande pas de dé
rire la stru
ture dans les moindres
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ipe de fon
tionnement et l'avantage parrapport à l'algorithme naif de lo
alisation.5. Soit S = (si)1�i�s une suite d'éléments de X. Pour R 2 R, on note RS lenombre d'indi
es i tels que si 2 R.On dit que S est une �-approximation si����RSs � jRjjXj ���� � �pour tout R 2 R.Quel lien y a t-il entre les notions d'�-réseau et d'�-approximation ?6. Montrez qu'il existe une suite de longueur s qui est une �-approximationave
 s = O(ln jRj=�2).On pourra utiliser sans démonstration l'inégalité suivante : Soit p 2 [0; 1℄et Y1; : : : ; Yn une suite de variables aléatoires indépendantes telles queYi = 1� p ave
 probabilité p et Yi = �p ave
 probabilité 1� p.Alors Pr[jY j > a℄ < 2e�2a2=n pour tout a > 0, où Y = Y1 + � � �+ Yn.3 Mar
he au hasardSoit (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles queP [Xi = �1℄ = P [Xi = 1℄ = 1=2:On note Sn =Pni=1Xi pour n � 1, et S0 = 0.1. Soit N le premier instant tel que SN > 0. Montrez que pour jsj < 1,2E(sN ) = s(1 +E(sN )2).Indi
ation : Dans le 
as où X1 = �1, on pourra s'intéresser au premierinstant N1 tel que SN1 = 0.2. Soit �n la probabilité que N = n. Donnez une formule 
lose pour lafon
tion génératri
e �(s) des �n.3. Soit R l'instant du premier retour en 0 : 
'est le premier instant n > 0 telque Sn = 0. Soit fn la probabilité que R = n. Quelle est la série génératri
eF (s) des fn ? On pourra 
her
her un lien entre F (s) et �(s).4. Cal
uler la probabilité un que Sn = 0. En déduire que la série génératri
eU(s) des un est égale à 1=p1� s2.5. En s'appuyant sur une relation entre U(s) et F (s), en déduire que u2n estégal à la probabilité que R > 2n.


