
Probabilités et appli
ationsPas
al KoiranMai 2004On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant. Soient X1; : : : ;Xmdes variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées à valeurs dansun intervalle [l; u℄. Alors pour tout � > 0, on aPr[S �E[S℄ � �m℄ � e�2�2m=(u�l)2 ;ave
 S =Pmi=1Xi.1 Pile ou Fa
eSoient � et p des réels stri
tement positifs. On 
onsidère une suite in�niede tirage à pile ou fa
e indépendants. On suppose que le premier tirage a lieuà l'instant 0, et qu'il s'é
oule � unités de temps entre deux tirages 
onsé
utifs.Pour 
haque tirage on suppose que la probabilité d'obtenir un pile est égale à p.1. Soit X l'instant du premier pile. Donnez la fon
tion de distribution Fp;�de X.2. Cal
ulez l'espéran
e Ep;� du nombre de piles obtenus dans l'intervalle detemps [0; 1℄.3. On pose p = �� , ave
 � > 0 un paramère �xé, et on fait tendre � vers 0.Cal
ulez lim�!0E��;� .4. Montrez que quand � ! 0, la fon
tion de distribution F�;�� tend versF�, où F� est une fon
tion de distribution �bien 
onnue� qu'on 
al
uleraexpli
itement.2 Des 
osinus partoutPour faire 
et exer
i
e on aura intérêt à se se souvenir de ses formules detrigonométrie, et notamment de la plus utile d'entre elles : 
os t = (eit+e�it)=2.Pour un entier N � 2, on note ZN l'ensemble des N entiers entre 0 et N�1.Etant donné N � 3 et k0 2 ZN n f0g, on note Z la variable aléatoire à valeursdans ZN telle que : Pr[Z = z℄ = �2 (1 + 
os 2�k0zN ): (1)1. Cal
ulez la valeur de � pour laquelle l'équation (1) dé�nit bien une distri-bution de probabilité (on montrera que � = 2=N).1
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ole Normale Supérieure de Lyon 22. Pour un entier N donné, est-
e que la valeur du paramère k0 est entière-ment déterminée par la distribution de probabilité (1) ?3. Soit k 2 ZN et f(z) = 
os(2�kz=N). En supposant que nous ne sommespas dans le 
as où N est pair et k0 égal à N=2, 
al
ulez l'espéran
e de lavariable aléatoire X = f(Z). On montrera notamment que E[X℄ = 0 saufpour au plus 3 valeurs de k, qu'on déterminera.4. Reprendre la question pré
édente dans le 
as où N est pair et k0 égal àN=2.5. Dans la suite du problème on supposera que k0 < N=2. On notera Z1; : : : ; Zmdes variables aléatoires indépendantes qui suivent la même distribution queZ. Soit k un entier dans l'intervalle ℄0; N=2[, etG(k) =Pmi=1 
os(2�kZi=N).Montrez que si k 6= k0 alorsPr[G(k) �m=4℄ � �(m)et que si k = k0 alors Pr[G(k) � m=4℄ � �(m);où � est une fon
tion qui tend vers l'in�ni quand m tend l'in�ni, qu'ondéterminera expli
itement.6. Soit ~k l'entier de l'intervalle ℄0; N=2[ qui maximise la fon
tion G. Montrezque si m est su�sament grand alors ave
 probabilité au moins 1=2, ~k estunique et égal à k0.3 Algorithmique1. Soit Q un polyn�me de degré d en s variables à 
oe�
ients. Soit m � 1un entier. Soit X1; : : : ;Xs des variables aléatoires indépendantes et unifor-mément distribués dans l'ensemble [m℄ = f1; : : : ;mg des entiers 
omprisentre 1 et m. Montrez que si Q n'est pas identiquement nul alorsPr[Q(X1; : : : ;Xs) = 0℄ � d=m: (2)Indi
ation : on pourra raisonner par ré
urren
e sur s.2. Montrez que pour tout s � 1 et tout d � 1, si m � d alors il existe unpolyn�me Q non identiquement nul pour lequel la borne (2) est atteinte.3. Soit G = (U; V;E) un graphe biparti : U et V sont don
 deux ensemblesdisjoints de sommets, et E � U�V est l'ensemble des arêtes. On supposeraque U et V on même 
ardinal n ; on notera U = fu1; : : : ; ung et V =fv1; : : : ; vng. On rappelle qu'un 
ouplage parfait de G est un sous-ensembleC de E tel que tout sommet de G est l'extrémité d'une arête de C et d'uneseule.Soit A la matri
e n� n dé�nie de la manière suivante :� si (ui; vj)62E alors Aij = 0.� si (ui; vj)2E alors Aij est égal à une variable xij (toutes 
es variablessont distin
tes).
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ole Normale Supérieure de Lyon 3Soit Q le déterminant de A : Q est don
 un polyn�me en les variables xij .Montrez que G admet un 
ouplage parfait si et seulement si Q n'est pasidentiquement nul.4. Déduire de 
e qui pré
ède un algorithme probabiliste de 
omplexité poly-nomiale pour dé
ider de l'existen
e d'un 
ouplage parfait dans un graphebiparti. Analyser 
et algorithme (et en parti
ulier la probabilité d'erreur).On pourra admettre que le 
al
ul du déterminant d'une matri
e à 
oe�-
ients entiers se fait en temps polynomial.5. Quel est l'avantage de votre algorithme par rapport à une méthode dé-terministe �naïve� 
onsistant à dé
ider dire
tement si le polyn�me Q estidentiquement nul ?


