
���������
	����	�������������������� ��!#"$�%�$�������'&(���)�'�+*,!.-/�(0 ���213�+�4����5367�)8�9:"
;<�=���=>�?@�A�CBD�E�(�
	���F��G	IHA�KJ3�(�G�ML�NDN�O

PRQ@SUT3VXWCTZYDQ�[M\+VXT�SAWMTZ]#^`_@[MSKQ�\+a)V�bcT3V
deb3WC_@Y�SUa)Q�fgV�Q�aih�fCbcTja)fCWka)V�lmT3fkV�_�n�oiTqp

rtsuTc\+Y�avYDTxw
yIz �{JDBD�G|}�~�/��B�>�B z �	=���t	������ z,��� �
� � �����E�F�	 zZ� 	��(�c��� � �����
B z�z � z ��>�?,	��7� z >�BD���
�
	�>$���GB z�z 	�����F:�~� � BD�
�G>�	I�E	����EBD�,J�	7�RB z �/�u� � �,�:� z �BD�,�(	 � �
� z 	 � �,�<�v��������?�	 z �(�
>��G��|
�	X�~�/��B��
�
	#�(	��(�(BD��JD|�	=� yIz 	 � ���G�A	X���DND���~� � �(BD�@�=���
�G�G��| � B����I�c��	X>�	 � BD���q>�	��
�
	
�3�,	A�u|�B z ���Ex� � 	�� z ��	�� yIz >�B z�� �,�G��	X�=�
BD� � �	��3��	$� � 	��E� � 	 z�� 	�� z ���,�(	7�	7�
�/�(	4�
z ��� �E� � z >�	����u	 � �(	��{�
	���F��c��� � 	����(B�� � 	�� z 	��iBD� ��� �,��>�� z �:Fc�|�>��~���E	<�c��	<�
	������,�
	K�=�
	 � �%���,�(?�	 z ���G�c��	����u	<�	������
���A	=F3�c��� � 	����EBD� � 	��	��3�A�iB�� ��� ����B z ��	�F�� z�z B z >�	��c��	
>��2	 � ��� z 	}>�B � �
	=���M	 � >�B z >��G� � �GB z�� �	 � 	4� � 	��E� �t� B z ��� z �| � 	 z @� z ��	 � �� %���
>����
	��<�
�
� �(BD�������
�G�G�(|���¡�UJ�BD�
���E	��(�(BD�,J�|¢�
�{��B�>�B z �	.���,�(?�	 z �(�
�c��	��:�<B z�z 	��<�G	I�(| � ���G���=� � B�� �
�iBD�(�{	I�	I�i����>$���GB z �
�E�(|�,��>��(�
���G	��

rtsuTc\+Y�avYDT¤£
 �B z�� �G�|��EB z�� �	 � J=���E�~���,�
	 � ���G|K�=�(BD�
�E	 �

Z1 = (X1, Y1)
Fq�G����F

Zn = (Xn, Yn)
�

J��=�
	��,� � �� z��
N

2
	���� z �| � 	 z @� z ��	 � F,>=�¡	 � ��� �+�¥��
�E	t�c��	 � BD������BD� ��� BD� � �¦	 z�� 	��}���
	 �

C1, . . . , Cn

,	
N

2
F�B z �

Pr[Z1 ∈ C1, . . . , Zn ∈ Cn] =
∏n

i=1
Pr[Zi ∈ Ci]

�
�RB z ���E	����3�,	.�G	 � J=���(�
�����G	 �

X1, . . . , Xn

� B z ��� z �| � 	 z @� z �(	 � �
rtsuTc\+Y�avYDT¤§
�RB z ���E	����c��	 � BD�,����BD����	 � J=���E�~���,�
	 � ���
|��=��BD�G�(	 �

X
	��

Y
�tJ=���G	���� � @� z��

N
	$�m��BD���

� BD� � �¦	 z�� 	��}���
	
A

�	
N

B z �

Pr(X ∈ A) − Pr(Y ∈ A) ≤ Pr(X 6= Y )

rtsuTc\+Y�avYDT©¨gª«oiQ�avV}nka)fCQ�¬ai_@oiT�V¢TcSAoiQ�a�WMTj®�Q�avV�V�Q�f
¯ BD�G�

m
� z �E|�	�� � ���(�G>��(	��{	 z � � B � �G����� � ¯ BD���

V
� z 	.J=���E�~���,�
	q���G|K�=�(BD�
�E	 � ����J=� z �t� z 	

�
BD���	��kB�� �(� B z �	 � �=�����{���(�(	
m

���kBD���}�(BD�,�7	 z ���
	�� � �(�(�G>���	��A	 z � � B � �G�(�G�
n

� BD�G�
Wn

� z 	°J=���E�~�����G	j���G|K�=�(BD�
�E	 � �,�GJ=� z �©� z 	��
BD�t�	°±�� z B��A�
���
	
B(n, m/n)

��;�BD� �
���
�GB z�� �AB z �(�(	��.�c��	

(Wn)
>�B z JD	��(²D	e�iBD����	��A	 z �¢JD	�� �

V
Fk>�	e�c��� � �
² z �G³@	{�
>��´� z 	

>�B z JD	��(²D	 z >�	¢@� z��
l1(N)

	$���(	�J3�G	 z ���AB z �(�(	����
�}>�B z J�	��(²�	 z >�	#JD	�� � NX,	

‖V − Wn‖ =
n

∑

k=0

∣

∣

∣

∣

(

n

k

)

(

1 −
m

n

)n−k (m

n

)k

− e−m mk

k!

∣

∣

∣

∣

+
∞

∑

k=n+1

e−m mk

k!

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸Mw
�RB z ���E	����3�,	.�
� � ������	

(Wn)
>�B z JD	��(²D	¢	 z �
BD�«¹ � �
� � �
	��A	 z ��º�JD	�� �

V
�

»



�CB � B z,�<� BD��� � �G� � �
�G³�	��
p = m/n ∈]0, 1[

	���>�B z�� �G�|��EB z�� �	 � J��=�(�~�=���
	 � ���
|��+�
��BD�G�(	 �

Z1 = (X1, Y1)
F����G��F

Z1 = (Xn, Yn)
�AJ=���G	���� � @� z��

N
2

� z ,| � 	 z @� z �(	 � 	$�
�	q�����A	I�GBD�

mp

�|�³ z �
	 � ���

mp(0, 0) = e−p − p + pe−p

mp(0, 1) = p − pe−p

mp(1, 1) = pe−p

mp(n, 0) =
pn

n!
e−p � �

n ≥ 2

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸�£
� �,	qJ=�����

mp(a, b)
� B������
	 � �=�,���E	 � J=���
	���� � ���>�B�� � �
	

(a, b) �µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸�§
� �,	��
�G	I	 � �<�
�}�
BD� �	

Xi �
 %���
>����
	�� � �7�{B���	 z�z 	��

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸@¨
� �,	��
�G	I	 � �<�
�}�
BD� �	

Yi �
 %���
>����
	�� � �X�AB���	 z�z 	=�

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸��
� �,	��
�G	I	 � �<�
�}�
BD� �	

X = X1 + · · · + Xn �
 %���
>����
	�� � �X�AB���	 z�z 	=�

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸�	
� �,	��
�G	I	 � �<�
�}�
BD� �	

Y = Y1 + · · ·+ Yn �
 %���
>����
	�� � �X�AB��D	 z�z 	=�

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸�

�kBD���

i
³,��|�F:�G	 � J=���(�
�����G	 �

Xi

	��
Yi

� B z �E�¥	��G�
	 � � z �| � 	 z @� z ��	 � �
µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸��
� �,	qJ=�����

Pr(Xi = Yi) �
µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·�¸�
�RB z ���E	��%�c��	

Pr(Xi = Yi) ≥ 1− 2p2
	 z �����
�G� � � z � � ����	4�,	�� � �
	t� z 	t�{� z B����=�(�
B z

��� z 	q�	
e−p

�

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·)wc¸
� z �|�����
�E	q�3�,	

Pr(X 6= Y ) ≤ 2np2

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·)w:w
�RB z ���E	����3� �¡�G��	$��� � ��	q�	 �<� BD� � �¥	 z�� 	��}�,�
	 �

E
	��

E ′
,	

N
�(	�� � �3�,	

‖V − Wn‖ = (Pr(X ∈ E ′) − Pr(Y ∈ E ′)) + (Pr(Y ∈ E) − Pr(X ∈ E))

µ [CT3V�SUa)Q�f¶¨M·)w3£
 �B z >��G���(	q	 z �,�(�
�G� � � z �%�'�2	$��	��E>��
>�	��,�

L


