
Probabilités 2007�2008 TD n�5Poisson1 Fon
tions génératri
esSoit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson P = C(λ)λk

k! , ave
 λ >

0. On appelle fon
tion génératri
e de X la fon
tion GX(z) :=
∑

k>0 zk
P(X =

k). Exer
i
e 1Donner une autre expression pour GX(z).Solution
GX(z)=

∑

k>0 zk
P (X = k)

=C(λ)
∑

k>0
(λz)k

k!

=C(λ)eλzExer
i
e 2Cal
uler G
′

X(1) + G
′′

X(1) − G
′

X(1)2.Solution G′

X(z) = λGX(z) et G′′

X(z) = λ2GX(z). D'où G′

X(1) + G′′

X(1) −

G′

X(1)2 = GX(1)(λ + λ2 − λ2GX(1)).Exer
i
e 3Montrer que C(λ) = e−λ.Solution X est une variable aléatoire, on a don
 ∑

k>0 P (X = k) = 1. Or
GX(1) =

∑

k>0 P (X = k) = C(λ)eλ, d'où le résultat C(λ) = e−λ.Exer
i
e 4Cal
uler la fon
tion génératri
e de X. En déduire E (X) et Var (X).Solution La fon
tion génératri
e de X est don
 GX(z) = eλ(z−1). On a entoute généralité :
G′

X(z) =
∑

k>1

kzk−1
P (X = k) et G′

X(1) = E (X)

G′′

X(z) =
∑

k>2

k(k − 1)zk−2
P (X = k) = et G′′

X(1) = E
(

X2
)

− E (X)Pour la loi exponentielle :
• E (X) = G′

X(1) = λ

• Var (X) = E
(

X2
)

− E (X)
2

= G′

X(1) + G′′

X(1) − G′

X(1)2 = λJ.-B. Rouquier, C. Tedes
hi, 
orre
tion N. Estibals
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i
e 5Reprendre la question pré
édente en supposant que X est une loi binomiale
B(n, p).Solution On suppose maintenant que X suit une loi binomiale de paramètre
(n, p). On 
al
ule sa fon
tion génératri
e :

GX(z) =
∑

k>0 zk
P (X = k)

=
∑

k>0 zk
(

n

k

)

pk(1 − p)
n−k

= (pz + (1 − p))
net ses deux premières dérivées su

esives :

G′

X(z) = np(zp + 1 − p)
n−1

G′′

X(z) = n(n − 1)p2(zp + 1 − p)
n−2On en déduit alors fa
ilement son espéran
e et sa varian
e :

E (X) = np et Var (X) = np(1 − p)Remarque. Trois appli
ations ont des noms pro
hes :� la fon
tion génératri
e des moments : z 7→ E
(

e−zX
),� la transformée de Lapla
e X 7→ E

(

ezX
),� la fon
tion génératri
e, pour une v.a. entière, z 7→ E

(

zX
)

=
∑

k>0 zk
P (X = k)2 Batra
iens probabilistesOn suppose qu'un batra
ien pond N ÷ufs selon une loi de Poisson de para-mètre λ. On suppose que les ÷ufs évoluent indépendamment les uns des autreset que 
haque ÷uf é
lot ave
 une probabilité p. On note X le nombre d'÷ufsé
los.Exer
i
e 6Déterminer la loi du 
ouple aléatoire (X,N).Solution

P (X = x et N = n) = P (N = n) P (X = x |N = n )

= λn

n! e
−λ

(

n

x

)

px(1 − p)
n−xExer
i
e 7En déduire la loi de X.Solution
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P (X = x) =

∑

n>0 P (N = n) P (X = x |N = n )

=
∑

n>x(λn

n! e
−λ)(

(

n

x

)

px(1 − p)
n−x

)

= e−λ
∑

n>x

(

n

x

)

(λp)
x
(λ − λp)

n−x

= (λp)x

x! e−λ
∑

n>x

(λ−λp)n−x

(n−x)!

= (λp)x

x! e−λ
∑

k>0
(λ−λp)k

(k)!

= (λp)x

x! e−λp

X suit don
 aussi une loi de poisson, de paramètre λp.3 Poisson probableSupposons qu'il existe quelque part une expérien
e aléatoire à laquelle on aassigné une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre λ = m.Exer
i
e 8Montrer que la valeur la plus probable de l'expérien
e est l'entier k tel que
m − 1 6 k 6 m.Solution On rapelle la loi de Poisson :

P (X = k) =
mk

k!
e−mLe rapport entre deux valeurs su

essives est :

R =
P (X = k + 1)

P (X = k)
=

m

k + 1Les probabilités sont 
roissantes puis dé
roissantes. R > 1 ⇐⇒ k < m − 1 etla probabilité est maximum pour k = ⌊n⌋.Exer
i
e 9Dans quelles 
onditions peut-il y a voir deux valeurs plus probables ?Solution Il y a deux valeurs plus probables si et seulement si ∃k Rk = 1.
'est-à-dire si m ∈ N.
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