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Graphes aléatoires, sporz

Exercice 1 Graphes aléatoires

Soit G = (V, E) un graphe non orienté. On appelle triangle de G un sous-ensemble de {x,y,z} de trois sommets
distincts de G tel que {z,y} € E, {x, 2} € E et {y,z} € E. Pour rappel, on appelle distance de deux sommets du graphe
le nombre d’arétes du plus court chemin entre ces deux sommets. Le diamétre du graphe est le maximum des distances
entre deux sommets du graphe.

Le modeéle de graphe aléatoire d’Erdds-Rényi G(n, p) est le graphe G(V, E) tel que |V| =netVa,y € V, P({z,y} € E) =
p. Souvent p dépend de n, mais dans ce TD il sera constant.

> 1. Soit « et y deux sommets distincts. Calculer P (3z,{z,2} € EA{z,y} € E).
> 2. Calculer la probabilité de I’événement « {z,y} est 'un des cotés d’un triangle .
> 3. Soit E, 'événement Iy #x Vz —({z,2} € EA{z,y} € E).
Calculer lim,,_, o P (E,).
> 4. Calculer lim, 4 P(G(n,p) contient au moins un triangle).
> 5. Quel est le nombre de triangles que l'on peut espérer dans un tel graphe ?
> 6. Calculer lim,,_, ;P (diamétre(G(n,p)) < 2).
> 7. Calculer lim,_, ;P (diamétre(G(n,p)) = 2).

Solution

> 1. Soit A, Pévénement «3z, {z,2} € E A {z,y} € E» ou x et y sont distincts. L’événement —A, , est donc
«Vz, {z,2} € EV{z,y} & E». Soit z distinct de z et y.

P({z,2} € EV{z,y} ¢ E) = 1-P{z,2} € EA{z,y} € E)
= 1 —_ p2
Or A, , est l'intersection pour z différent de x et y des événements {z,2} ¢ EV{z,y} ¢ F, qui sont tous indépen-

dants (ils ne font pas intervenir d’aréte commune). D'ott P (=4, ) = (1 — p?)" > et donc P (A, ) = 1—(1 — p2)" 2.

> 2. Soit B,, l'événement «{x,y} est I'un des cotés d’un triangle». B, , = A, , A {z,y} € E. Ces événements sont
indépendants donc P (B,,,) = p (1 - (1 pr)nﬂ).

> 3. On remarque que By = (Jy # 2, Az y) = Uz, "Asy-

< (n=1)A-pH)n?

Dés que p # 0, lim,, oo(n — 1)(1 — p?)("~2) = 0 donc lim,, .o P (E,) = 0.

> 4. Soit C I'événement « G(n,p) contient au moins un triangle». Nous allons montrez que 3z, —FE, = C. Supposons
donc qu’il existe x tel que =F, ; i.e. tel que Vy # x,3z,{z,2} € EA{z,y} € E.
Soit y # x, il existe z tel que {z,2} € E. En particulier z # a donc on peut appliquer la propriété avec z : il existe
2 # x tel que {#',x} € EN{%, 2} € E. Et donc {z, z, 2’} est un triangle.
On en déduit que P (C) > P (U, ey Fx) = maxgey P(=E,;). Comme Vz, lim, o P (=E;) = 1, lim,, o P(C) = 1.

Autre méthode Numérotons les sommetsde V : V = {xq, ..., 2, }. Soit C; I'événement « {x3;, T3;11, T3i42} est
un triangle ». U3i+2<n C; € C donc -C C ﬂ3i+2<n =Y. Or les C; sont indépendants donc
Ln/3]
P(-C)<P (ﬂ3i+2<n _‘Ci> = H3i+2<np(ﬂ0i) = (1 - pg) ! PR 0
Donc P (C) = 1.
> 5. Soit {z,y, 2} trois sommets distincts, P ({z,y, 2z} est un triangle) = p>. Il y a (g) triangles possibles et donc par

linéarité de l'espérance, ’espérance du nombre de triangle est (g)p‘3

> 6. Soit D I’événement «diameétre(G(n,p)) < 2». =D =3z, Jy # =, {z,y} ¢ EAN—-A, . On en déduit que
P(-D) = P(U.p, {o.y} & EA-A,)
Yary P2y} & ENALy)
(5) (1 =p)(A—p*)"~2
Or limy, o0 (3)(1 = p)(1 — p?)"~2 = 0, donc lim,, .o P (D) = 0 et lim,, .o P (D) = 1.
> 7. Soit E; 'événement «diamétre(G(n,p)) =i)». Fy = DN Ey et By C D dou P(Ey) =P (D) —P(F,) =P (D) —

n(n—1)

p~— 2z . Finalement, lim, . P (Es) = 1.
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Exercice 2 (**) Sporz

La difficulté de cet exercice réside dans la modélisation.

Les joueurs de sporz(.fr) on parfois a révéler une information au groupe tout en restant anonyme. Ils ont mis au point
le protocole suivant. Un joueur qui souhaite révéler une information fait un tirage au sort (par exemple en regardant
discrétement le nombre de secondes de sa montre) ;

avec probabilité p, il publie I'information & voix haut;
— sinon, il choisit au hasard un joueur, lui transmet discrétement l'information, et lui demande de faire pareil (regarder
sa montre, etc.).
> 1. Vous étes I'un des n joueurs, et vous entendez quelqu’un publier & voix haute une information, quelle est la
probabilité qu’il en soit auteur ?

> 2. Quelqu’un vient de vous transmettre discrétement une information, quelle est la probabilité qu’il en soit 'auteur ?
Solution

> 1. Notons L le nombre de personnes par qui I'information s’est transmise avant d’étre publiée (auteur exclu). En
d’autres termes, L est la longueur de la chaine. L’événement qui nous intéresse est « L = 0%, qui est de probabilité
p.

> 2. Soient les événements FE; : « Le joueur i est I'auteur de 'information» et A : « La personne qui vous parle discré-
tement est 'auteur.» On sait que I'auteur n’a pas publié son information dés le début (car quelqu’un est en train
de vous parler discrétement). P (A) = >, P(A|E;) = >, L’auteur vous a choisi en premier

ILe jeu a une phase ot les joueurs circulent dans la piéce et se parlent librement.

J.-B. RouqQuirr, C. TEDESCHI, correction J. PROVILLARD



