
Probabilités 2007�2008 TD n�7Graphes aléatoires, sporzExerie 1 Graphes aléatoiresSoit G = (V,E) un graphe non orienté. On appelle triangle de G un sous-ensemble de {x, y, z} de trois sommetsdistints de G tel que {x, y} ∈ E, {x, z} ∈ E et {y, z} ∈ E. Pour rappel, on appelle distane de deux sommets du graphele nombre d'arêtes du plus ourt hemin entre es deux sommets. Le diamètre du graphe est le maximum des distanesentre deux sommets du graphe.Le modèle de graphe aléatoire d'Erd®s-Rényi G(n, p) est le grapheG(V,E) tel que |V | = n et ∀x, y ∈ V, P ({x, y} ∈ E) =
p. Souvent p dépend de n, mais dans e TD il sera onstant.
⊲ 1. Soit x et y deux sommets distints. Caluler P (∃z, {z, x} ∈ E ∧ {z, y} ∈ E).
⊲ 2. Caluler la probabilité de l'évènement � {x, y} est l'un des �tés d'un triangle �.
⊲ 3. Soit Ex l'évènement ∃y 6= x ∀z ¬({z, x} ∈ E ∧ {z, y} ∈ E).Caluler limn→+∞ P (Ex).
⊲ 4. Caluler limn→+∞ P (G(n, p) ontient au moins un triangle).
⊲ 5. Quel est le nombre de triangles que l'on peut espérer dans un tel graphe ?
⊲ 6. Caluler limn→+∞P (diamètre(G(n, p)) 6 2).
⊲ 7. Caluler limn→+∞P (diamètre(G(n, p)) = 2).Solution
⊲ 1. Soit Ax,y l'évènement �∃z, {z, x} ∈ E ∧ {z, y} ∈ E � où x et y sont distints. L'évènement ¬Ax,y est don�∀z, {z, x} 6∈ E ∨ {z, y} 6∈ E �. Soit z distint de x et y.

P ({z, x} 6∈ E ∨ {z, y} 6∈ E) = 1 − P ({z, x} ∈ E ∧ {z, y} ∈ E)
= 1 − p2Or ¬Ax,y est l'intersetion pour z di�érent de x et y des évènements {z, x} 6∈ E∨{z, y} 6∈ E, qui sont tous indépen-dants (ils ne font pas intervenir d'arête ommune). D'où P (¬Ax,y) = (1 − p2)

n−2 et don P (Ax,y) = 1−(1 − p2)
n−2.

⊲ 2. Soit Bx,y l'évènement � {x, y} est l'un des �tés d'un triangle �. Bx,y = Ax,y ∧ {x, y} ∈ E. Ces évènements sontindépendants don P (Bx,y) = p
(

1 −
(

1 − p2
)n−2

).
⊲ 3. On remarque que Ex = (∃y 6= x, ¬Ax,y) =

⋃

x6=y ¬Ax,y.
P (Ex) = P

(

⋃

y 6=x ¬Ax,y

)

6
∑

y 6=x P (¬Ax,y)

6 (n − 1)(1 − p2)(n−2)Dès que p 6= 0, limn→∞(n − 1)(1 − p2)(n−2) = 0 don limn→∞ P (Ex) = 0.
⊲ 4. Soit C l'événement �G(n, p) ontient au moins un triangle �. Nous allons montrez que ∃x,¬Ex ⇒ C. Supposonsdon qu'il existe x tel que ¬Ex ; i.e. tel que ∀y 6= x,∃z, {z, x} ∈ E ∧ {z, y} ∈ E.Soit y 6= x, il existe z tel que {z, x} ∈ E. En partiulier z 6= x don on peut appliquer la propriété ave z : il existe

z′ 6= x tel que {z′, x} ∈ E ∧ {z′, z} ∈ E. Et don {x, z, z′} est un triangle.On en déduit que P (C) > P
(
⋃

x∈V ¬Ex

)

> maxx∈V P (¬Ex). Comme ∀x, limn→∞ P (¬Ex) = 1, limn→∞ P (C) = 1.Autre méthode Numérotons les sommets de V : V = {x1, . . . , xn}. Soit Ci l'événement � {x3i, x3i+1, x3i+2} estun triangle �. ⋃

3i+26n Ci ⊂ C don ¬C ⊂
⋂

3i+26n ¬Ci. Or les Ci sont indépendants don
P (¬C) 6 P

(

⋂

3i+26n ¬Ci

)

=
∏

3i+26n P (¬Ci) =
(

1 − p3
)⌊n/3⌋

−−−−→
n→∞

0Don P (C) = 1.
⊲ 5. Soit {x, y, z} trois sommets distints, P ({x, y, z} est un triangle) = p3. Il y a (

n
3

) triangles possibles et don parlinéarité de l'espérane, l'espérane du nombre de triangle est (

n
3

)

p3.
⊲ 6. Soit D l'évènement � diamètre(G(n, p)) 6 2�. ¬D = ∃x, ∃y 6= x, {x, y} 6∈ E ∧ ¬Ax,y. On en déduit que

P (¬D) = P

(

⋃

x6=y {x, y} 6∈ E ∧ ¬Ax,y

)

6
∑

x6=y P ({x, y} 6∈ E ∧ ¬Ax,y)

6
(

n
2

)

(1 − p)(1 − p2)n−2Or limn→∞

(

n
2

)

(1 − p)(1 − p2)n−2 = 0, don limn→∞ P (¬D) = 0 et limn→∞ P (D) = 1.
⊲ 7. Soit Ei l'évènement � diamètre(G(n, p)) = i)�. E2 = D r E1 et E1 ⊂ D d'où P (E2) = P (D) − P (E1) = P (D) −

p
n(n−1)

2 . Finalement, limn→∞ P (E2) = 1.J.-B. Rouquier, C. Tedeshi, orretion J. Provillard



Probabilités 2007�2008 TD n�7Exerie 2 (**) SporzLa di�ulté de et exerie réside dans la modélisation.Les joueurs de sporz(.fr) on parfois à révéler une information au groupe tout en restant anonyme. Ils ont mis au pointle protoole suivant. Un joueur qui souhaite révéler une information fait un tirage au sort (par exemple en regardantdisrètement le nombre de seondes de sa montre) ;� ave probabilité p, il publie l'information à voix haute1 ;� sinon, il hoisit au hasard un joueur, lui transmet disrètement l'information, et lui demande de faire pareil (regardersa montre, et.).
⊲ 1. Vous êtes l'un des n joueurs, et vous entendez quelqu'un publier à voix haute une information, quelle est laprobabilité qu'il en soit l'auteur ?
⊲ 2. Quelqu'un vient de vous transmettre disrètement une information, quelle est la probabilité qu'il en soit l'auteur ?Solution
⊲ 1. Notons L le nombre de personnes par qui l'information s'est transmise avant d'être publiée (auteur exlu). End'autres termes, L est la longueur de la haîne. L'évènement qui nous intéresse est �L = 0�, qui est de probabilité

p.
⊲ 2. Soient les évènements Ei : � Le joueur i est l'auteur de l'information � et A : � La personne qui vous parle disrè-tement est l'auteur. � On sait que l'auteur n'a pas publié son information dès le début (ar quelqu'un est en trainde vous parler disrètement). P (A) =

∑

i P (A |Ei ) =
∑

i L'auteur vous a hoisi en premier

1Le jeu a une phase où les joueurs irulent dans la pièe et se parlent librement.J.-B. Rouquier, C. Tedeshi, orretion J. Provillard


