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Préface 

Depuis une vingtaine d'années, on a écrit beaucoup de programmes, sou- 
vent faux d'ailleurs. Tout est-il donc dit sur la programmation ? Les praticiens 
de l'informatique espèrent bien que non, eux qui, malgré quelques progrès 
récents, ne possèdent guère de guide pour construire leurs programmes, 
savoir s'ils sont corrects, les transformer ; et qui commencent à se demander 
pourquoi l'ordinateur ne les aiderait pas davantage dans ces tâches. 

Construire, prouver, transformer les programmes, « à la main », automa- 
tiquement ou de manière assistée, voilà les principaux buts d'une réflexion 
sur la programmation. Il faut y ajouter la conception et l'implantation de 
langages commodes. 

Cette réflexion doit, à mon sens, être entreprise de deux manières. D'une 
part, elle peut être méthodologique, c'est-à-dire viser à guider la conduite 
du programmeur. D'autre part, elle peut être théorique, c'est-à-dire vouloir 
comprendre ces objets mystérieux que sont les programmes. 

L'informatique a introduit en effet des artefacts, les programmes, qu'on 
est amené à étudier comme des objets naturels pour les comprendre et les 
maîtriser. Pour cela, on va les modéliser, en donner des formalisations de 
caractère mathématique. C'est ce qui a été entrepris depuis une bonne dizaine 
d'années, par les théoriciens de l'informatique. 

Il est maintenant possible et important que cette théorie de la programma- 
tion sorte du cadre restreint des initiés. C'est le but de cet ouvrage qui est 
le résultat d'un travail de synthèse effectué par un groupe de sept chercheurs 
et enseignants de Nancy. Son utilité est apparue clairement à la session 1974 
de 1'Ecole d'Eté d'Informatique de l'A.F.C.E.T., où les auteurs ont présenté 
un cours sur quelques aspects de cette théorie. Depuis, le contenu de ce cours 
a été largement approfondi, de nouveaux résultats y ont été intégrés et l'aspect 
synthétique encore accentué. 

Le point de vue théorique ne saurait s'opposer au point de vue méthodo- 
logique et ils doivent s'éclairer l'un l'autre. C'est en particulier ce qu'essaie 
de réaliser le groupe de recherche nancéien. Aussi, même si ce livre se penche 
d'abord sur la théorie, comme en témoigne son titre, il ne néglige pas pour 
autant le côté méthodologique. D'ailleurs, tout au long de l'ouvrage est 
présenté le lien entre les recherches théoriques et leurs applications pratiques : 
preuves de programmes, construction de programmes, résolution de problèmes 
récursifs, . . . 



Je pense que l'audience de cet ouvrage sera très large et qu'il permettra 
aux informaticiens professionnels de dépasser les limites de leurs travaux 
quotidiens en leur présentant à la fois les résultats et l'esprit des recherches 
actuelles sur les fondements scientifiques de l'informatique. 

C. PAIR. 



Avertissements aux lecteurs 
et plan de lecture 

Des connaissances élémentaires en mathématiques sont suffisantes pour 
aborder ce livre. Seules quelques notions courantes de théorie des ensembles 
(union, intersection, relation d'ordre, relation d'équivalence, récurrence 
sur N, . ..) ne sont pas redéfinies dans le texte. On utilise aussi un peu d'arith- 
métique simple dans les exemples (pgcd, ppcm, division euclidienne, par 
exemple). Cet ouvrage s'adresse à des lecteurs possédant un minimum de 
connaissances en informatique. Les étudiants de deuxième et troisième cycles 
d'université, les étudiants de grandes écoles ayant bénéficié d'une initiation 
a l'informatique et souhaitant approfondir les aspects théoriques de cette 
matière, mais aussi les informaticiens professionnels, devraient tirer profit 
de cette lecture. 

Ce livre a été écrit en vue d'un parcours linéaire mais chaque chapitre est 
développé de façon indépendante des autres ; ainsi un lecteur averti ou pressé 
peut commencer la lecture où bon lui semble. Nous indiquons, ci-dessous 
un graphe donnant les liaisons entre les paragraphes. Le lecteur dispose 
aussi à la fin du livre d'un index des notations et des termes définis dans ce 
livre qui renvoie au paragraphe de première utilisation. Certaines parties 
de l'ouvrage sont en petits caractères, ces développements sont en général plus 
théoriques et peuvent être passés en première lecture sans que cela gêne la 
compréhension de la suite. De nombreux exercices sont insérés dans le corps 
du texte, la plupart d'entre eux font l'objet d'une correction ou d'indications 
de solution. Certains, précédés d'une étoile, sont plus difficiles que les autres. 
A la fin de chaque chapitre, on trouve une bibliographie succincte et commentée 
donnant les ouvrages et les articles fondamentaux concernant ce chapitre. 
La bibliographie générale est en fin d'ouvrage. 

Les auteurs remercient leurs collègues qui, par leurs commentaires, leurs 
critiques et leurs conseils, ont permis d'améliorer la qualité de cet ouvrage, 
citons en particulier J. ARSAC, M. C. GAUDEL, C. PAIR, M. SINTZOFF. 

Ils remercient aussi les secrétaires des divers établissements universitaires 
de Nancy qui ont contribué à la réalisation matérielle de ce travail. 



......p. .. . . . lien logique entre les 
paragraphes sans que la lecture de l'un 
nécessite la lecture de l'autre. - - -p- - - Les notations du para- 
graphe source sont utilisées dans le 
paragraphe but. 

Les notations et les 
résultats du paragraphe source sont utili- 
Sées dans le paragraphe but. 

Figure 1 Graphe logique entre les différents paragraphes. 
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CHAPITRE 1 

Problèmes, algorithmes et programmes 

La programmation est souvent comparée à un art. Il y a des programmes 
élégants et bien conçus, et d'autres qui sont illisibles et mal structurés. Dans 
un cas comme dans l'autre ces programmes peuvent être faux.; ils peuvent 
l'être d'emblée ou ils peuvent le devenir à la suite de modifications (optimi- 
sation, amélioration !). Ce livre n'a pas la prétention d'apporter la solution 
qui permet d'écrire des programmes corrects, mais il résulte d'une réflexion 
sur les différents concepts de l'activité informatique afin de donner un cadre 
mathématique et formalisé à de nombreuses questions qui concernent 1'« art 
de la pr,ogrammation >>. 

Voici une liste non exhaustive de problèmes liés à l'activité informatique : 
- Qu'est-ce qu'un programme, de quoi est-il composé, que définit-il ? 
- Quels sont les objets manipulés par un programme ? Comment peut-on 

les définir ? 
- Quand peut-on dire qu'un programme est correct ? 
- Que faut-il faire pour construire des programmes qui soient corrects ? 
- Que font exactement les instructions d'un langage évolué ? 
Ces questions se posent sous différentes formes tout au long de la chaîne 

des travaux lors de la conception d'un programme. Cette chaîne peut être 
décomposée en plusieurs étapes fondamentales suivant le schéma simplifié 
suivant : 

Problème -, énoncé + énoncé algorithmique -. programme -+ calcul 

Le plan de ce livre suit approximativement cette décomposition et à chaque 
étape on essaie de préciser en quels termes se posent les questions évoquées 
plus haut et comment y répondre. 

Tout au début de cette chaîne se pose un problème à résoudre. En général 
on a seulement une vague idée de ce que l'on cherche, des objets que l'on va 
manipuler, de ceux qui seront des données, de ceux qui seront des résultats 
intermédiaires ou finals. Pire encore, il est probable que l'on ne conçoit pas 
à ce niveau de méthode de résolution de ce problème. La première étape 
du travail de l'informaticien est alors de mettre un peu d'ordre dans ces idées. 
Pour cela deux niveaux sont à considérer : 
- D'une part, il faut définir logiquement les objets que l'on va manipuler. 

A ce niveau il ne s'agit pas de leur implémentation mais de définir leur type 



abstrait. c'est-à-dire les ensembles abstraits qu'ils vont parcourir. leur mode 
de coilstruction. les moyens d'y accéder ainsi que leurs propriétés logiques. 
Dans le chapitre 2 on propose des outils pour atteindre ce but eil préseiitailt 
brièvement le concept de structure de donnée. 
- D'autre part, on doit décrire à l'aide de formules logiques les liens 

existant entre les objets que l'on va manipuler. A priori dans cette étape 
on ne devrait pas se préoccuper du caractère algorithmique de ces formules 
et toute la puissance d'un langage logique comme par exemple le calcul 
des prédicats du ler ordre doit pouvoir être utilisée. 

Ces deux démarches, qui en général doivent être menées de froilt, coilduisellt 
à énoncé formel du problème initial. Le chapitre 2 est consacré à l'étude 
de différents types d'énoncés que l'on peut obtenir. En particulier, on y étudie 
et1 détail les éiioncés récursifs et le théorème du plus petit point fixe qui est 
fondamental pour la suite. Ce théorème est tout à fait analogue aux théo- 
rèmes de point fixe que 1'011 rencontre en analyse mathématique, et permet 
pour les problèmes dont l'énoncé est un système d'équatioils fo~lctionilelles 
récursives de trouver la << plus petite » solution par approximations succes- 
sives. 

La deuxième étape dans la résolution d'un problème informatique est de 
passer d'un éiloilcé général de ce problème à uil énoncé algorithmique. Dans 
un petit nombre de cas particuliers. ce passage est trivial et il s'agit par exemple 
de réordoniiei xi: ensemble d'égalités. Mais dans la plupart des cas ce passage 
est non évident et coilstitue un des aspects les plus difficiles de l'iilformatique. 
011 peut aborder cette question de deux façons différentes. suivant que l'on 
espère comp1ètemei:t automatiser le passage d'un énoncé à un énoncé algo- 
rithmique voire à ~11: programme ou que l'on désire plus modestement donner 
des outils à l'informaticien lui permettaiit d'élaborer le programme en contrô- 
lant à tout moment la validité de ce qui est déjà construit. La première atti- 
tude coiiduit à la théorie de la synthèse des programmes qui. malgré les nom- 
breux travaux déjà effectués, n'en est encore qu'à ses balbutiements et reste 
un des s~ijets de recherche el: intelligeilce artificielle. La deuxième est celle 
des auteurs qui ont proposé des méthodologies de la programmatioil. Sans 
aucunement nier la valeur de ces travaux fondés sur la programmation struc- 
turée ou modulaire et sur des méthodes d'analyse desceildante ou par raffi- 
nements successifs, nous nous occupons assez peu ici de ce genre de questioils. 
Cepeildant au paragraphe 4 du chapitre 4. nous donilons deux exemples 
d.approches différeiites de ce problème et tout au cours 'de l'ouvrage les heu- 
ristiques ayant conduit à tel ou tel algorithme sont mises en évidence. 

Une fois obtenu un énoncé algorithmique d'un problème iilformatique, 
trailsformer cet énoncé en uii programme est en principe un simple problème 
de traduction. Cepeildant suivant le type de lailgage que 1'011 utilise les pro- 
grammes que l'on obtient soilt fort différents. C'est el: particulier les struc- 
tures de contrôle fournies à l'utilisateur par le langage de programmatio~: 

coilditioni~ent la forme du programme. Au chapitre 3, nous étudions 
~'LII:  point de vue formel les différents types de programmes en les classifiant 
et: follctioll des structures de co~:trôle que l'on peut utiliser. On obtient aiilsi 



les notions de schéma de programme avec branchement (correspondant plus 
ou moins à une écriture des programmes en un langage du type FORTRAN), 
de schéma itératif de divers types (correspondant à la comparaison de dif- 
férentes formes d'itération) et de schéma récursif (correspondant à l'intro- 
duction des fonctions procédures récursives). Pour pouvoir comparer ces 
différents types de schémas de programmes on a exhibé dans chaque cas les 
foilctions calculées par ces programmes en définissant les calculs qui font 
passer d'une donnée à un résultat : un calcul est intuitivement la suite des 
états d'uile machine depuis son état initial jusqu'à son arrêt qui donne le 
résultat. 

La dernière étape de l'activité informatique est de faire exécuter ce pro- 
gramme sur un ordinateur. et chaque fois que l'on fournira des données à 
ce programme, par l'intermédiaire d'un calcul, il nous fournira un résultat. 
Cette étape parfaitement automatique ne semble donc pas justifier une étude 
théorique. Mais on constate que, même si l'on a scrupuleusement suivi les 
différentes étapes de la conception du programme, il se peut que des erreurs 
se soient malencontreusement glissées quelque part. L'attitude classique et 
pas t o~ iou r s  efficace pour détecter ces erreurs est d'utiliser des jeux de tests 
en essayant d'examiner le maximum de cas particuliers. Ces jeux de tests 
n'étant évidemment pas exhaustifs, cette attitude conduit à douter de la 
validité uiliverselle du programme conçu et à craindre qu'une utilisation 
dans des cas limites ne conduise a des résultats erronés ou à un bouclage 
infini. Remarquons, bien que nous n'abordions pas ces questions ici. que 
l'utilisation des tests est pratiquement sans intérêt dès que l'exécution de 
diverses procédures se fait en parallèle ; en effet en cas d'erreur on est dans 
l'impossibilité de reconstituer la configuration qui l'a provoquée. Pour 
remédier à cela: il est nécessaire de prouver la validité d'un programme, 
de même qu'un mathématicien n'admettra pas un théorème après en avoir 
vu la vérification sur des cas particuliers mais demandera une démonstration 
de ce théorème. 

Au chapitre 4 nous avons repris chacun des types de schémas de programmes 
et exhibé à chaque fois des méthodes appropriées permettant de prouver 
logiquement des propriétés de correction à propos de ces programmes. Ces 
propriétés doivent montrer l'adéquation entre le programme et l'énoncé du 
problème. El1 général on procède en deux temps. d'une part on montre que 
le programme est partiellement correct par rapport à l'énoncé. c'est-à-dire 
que s'il fournit des résultats ce seront ceux que l'on attendait, d'autre part 
011 akmontre l'arrêt du programme pour toutes les données que l'on est 
.,isceptible de lui fournir. Ce chapitre a été écrit dans 1111 but esseiltiellement 

c!: iactique et contient de nombreux exemples, cependant nous avons cru 
bon d'y insérer un paragraphe plus théorique sur le calcul relationnel dans 
Ieljtiel on justifie théoriquement certaines des méthodes de ce chapitre. Pour 
cla i-ifier l'exposition et sérier les problèmes nous avons dans cet ouvrage 
di ,soc16 la description des divers schémas de programme et les méthodes 
de preuve associées. Dani la réalité, les activités d'écriture de programme et 



Chapitre 1 

de preuve de ces programmes doivent être menées en parallèle, et tout infor- 
maticien devrait garder présent à l'esprit le précepte de DIJKSTRA dont une 
traduction libre est « aucune boucle ne doit être écrite sans en donner une 
preuve et sans en prouver la terminaison ». Nous avons donné quelques 
indications sur la pratique de cette double activité au chapitre 4 dans le para- 
graphe 4 concernant l'écriture de programmes corrects. 

Les chapitres 2, 3 et 4 de cet ouvrage ont donc l'ambition de recouvrir 
l'ensemble des problèmes de l'informatique et effectivement leur lecture 
devrait fournir aux utilisateurs de cette science des outils leur permettant 
de mieux comprendre leur activité et, par là même, de mieux la dominer. 
Cependant tous les exemples que l'on a développés dans ces chapitres sont 
relativement simples et leur complexité n'a rien de comparable avec celle 
d'un projet plus conséquent comme la réalisation d'un compilateur, d'un 
moniteur ou d'un système de gestion de banque d'information. 

De plus, dans ces chapitres, nous avons généralement écrit les algorithmes 
dans des langages plus ou moins idéaux sans nous préoccuper de l'exécution 
sur machine, qui nécessite la traduction en un programme d'un langage de 
programmation réel. Il faut donc définir de façon précise la signification 
des programmes de ces langages et pour cela se donner des outils formels 
permettant d'associer au texte de chaque programme une signification. 

C'est le but du chapitre 5 où l'on traite les principales méthodes de des- 
cription de la sémantique des langages de programmation. Si les théories 
que l'on obtient sont plus complexes et d'un abord plus rébarbatif, ceci est 
dû à la nature même des langages de programmation évolués. En effet, ils 
mettent à la disposition des utilisateurs de multiples possibilités et celles-ci 
s'imbriquent pour conduire à des programmes dont la signification n'est 
pas évidente a priori. Ce type de théorie doit éviter en particulier que l'on 
soit obligé de tester par un passage machine la signification d'un programme 
sans que l'on sache d'ailleurs si le résultat obtenu est dû à des propriétés 
intrinsèques du langage communes à tous les compilateurs ou à un choix 
particulier d'implémentation. D'autre part, ces théories mettent en évidence 
parmi les structures de contrôle de programme des types qui s'expriment 
très bien formellement et d'autres dont l'expression formelle est beaucoup 
plus compliquée. Il est alors remarquable de constater que ce sont justement 
les structures dont l'expression est aisée qui de l'avis même des utilisateurs 
de l'informatique sont essentielles pour bien écrire des programmes et que 
les autres sont à proscrire dans la mesure du possible. Le cas de l'utilisation 
excessive des instructions de branchement (goto) est à cet égard tout à fait 
significatif de la convergence de vue des théoriciens et des praticiens de l'in- 
formatique. 

Les principales méthodes de description de la sémantique, présentée :LU 

chapitre 5, ont pour but commun d'associer à un texte de programme, une 
fonction mathématique, qui à une donnée associe le résultat du programme 
pour cette donnée. Ces méthodes diffèrent par le mode de définition de c6:tte 
fonction, et on peut distinguer deux types : Les méthodes interprétativ,~~, 
où l'on associe au langage de programmation un automate qui simule l'exé- 
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cution des programmes de ce langage, et les méthodes dénotationiielles (ou 
mathématiques), où l'on définit directement les fonctions ci-dessus à partir 
du texte du programme. 

Cet ouvrage se termine par l'exposition de la méthode des attributs qui 
est moins une méthode au sens précédent qu'un outil d'aide ii la description 
de la sémantique pouvant ètre utilisé dans différentes méthodes. 

En conclusion ce livre veut aborder certains aspects fondamentaux de 
l'activité informatique en essayant d'en dégager une syiithèse. On est conduit 
à formaliser différents concepts pour mieux les appréheilder. Iildiquons 
tout de suite que d'autres questions, tout aussi fondamentales, telles que la 
complexité des programmes n'ont pas été abordées ici, et que certaines comme 
les structures de données, la synthèse de programmes, la méthodologie de 
la programmation, n'ont été qu'effleurées. 





CHAPITRE 2 

Problèmes récursifs 
et théorie du point fixe 

1 GÉNÉRALITÉS SUR LES PROBLÈMES 

Problème : question à résoudre, portant soit 
sur un résultat inconnu à trouver à partir de certaines 
données, soit sur la détermination de la méthode 
à suivre pour obtenir un résultat supposé connu. 

(Paul ROBERT, dictionnaire.) 

1.0  Introduction 

Avant d'étudier les notions d'algorithmes et de programmes, il est utile 
de se souvenir qu'un algorithme est écrit pour résoudre un problème ou, ce 
qui revient au même, pour calculer un certain nombre d'objets. Nous allons, 
très brièvement, préciser ici ce qu'on peut entendre par problème et en profiter 
pour introduire quelques outils utiles pour la suite. Nous présentons, au 
paragraphe 1.1 ,  quelques exemples portant sur des domaines diversifiés : 
arithmétique, théorie des graphes, bases de données. Au paragraphe 1 .2 ,  
nous dégageons les concepts essentiels en montrant la difficulté de présenter 
une théorie unitaire des problèmes. 

1 . 1  Quelques exemples 

Présentons tout d'abord un exemple tiré de l'arithmétique. 

Exemple 1 : Plus grand commun diviseur de deux entiers. 
Etant donné deux entiers a et b, calculer le pgcd p de a et b. 
Dans ce premier énoncé, on distingue les données a, b qui sont des entiers, 

l'inconnue p qui est un entier, et la définition de p (pgcd de a et b). Cette défi- 
nition peut être détaillée dans un énoncé du type : 

p divise a et p divise b et, pour tout entier q, si q divise a et b, 
alors q divise p. O 
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Le problème suivant, extrait de la théorie des graphes, admet un énoncé 
plus complexe. 

Exemple 2 : Fonction ordinale d'un graphe. 

Rappelons que la fonction ordinale d'un graphe associe à chaque point x 
du graphe la longueur, c'est-à-dire le nombre d'arcs, d'un plus long chemin 
d'une origine à x. L'énoncé du problème peut être ainsi formulé : 

Etant donné un graphe G = (E, T), calculer la fonction ordinale f de G, 
définie pour tout x de E, par : 

SI, pour tout y de E, non yTx ALORS O 
f(x) = 

SINON 1 + max { f(y) 1 y E E et yTx ) . 

Outre les opérations arithmétiques, nous avons besoin, pour étudier ce 
problème de graphe, d'opérations et de fonctions sur les ensembles : maximum 
des éléments d'un ensemble ordonné, image d'un ensemble par une appli- 
cation, etc.. . 

Exemple 3 : Interrogation d'une banque de données. 

Le problème est de construire, à partir des renseignements obtenus au 
cours d'un recensement, l'ensemble des individus mariés habitant la même 
agglomération que l'un de leurs parents. Le problème suppose l'existence 
d'un environnement formé des éléments suivants : un ensemble d'individus, 
un ensemble de villes et trois relations binaires « est marié avec », « a pour 
parent » et << habite ». Les individus x cherchés peuvent être définis par la 
propriété 1 suivante : 

I(x) : 3y 32 3v[x est marié avec y 

et (x a pour parent z ou y a pour parent z) - - 
et x habite v et z habite v] . - - 

Résoudre le problème revient à chercher tous les individus vérifiant 1. 

1 .2  Concepts fondamentaux 

A partir de ces trois exemples, nous pouvons dégager les remarques sui- 
vantes : 

a) Un problème fait intervenir une donnée structurée, c'est-à-dire un objet 
mathématique constitué d'objets élémentaires et de fonctions d'accès. Ainsi 
dans l'exemple 1, les opérations arithmétiques permettent de passer d'un 
couple d'entiers à un autre entier. En théorie des graphes, les fonctions suc- 
cesseur et prédécesseur associent à chaque point du graphe les points adja- 
cents. 

On se donne également un certain nombre de relations ou de prédicats. 
Ainsi. en arithmétique, on se donne la relation « divise » alors que le prédicat 
« est un nombre premier » peut être défini à partir de relations plus élémen- 
taires. Dans l'exemple 3, on se donne les prédicats « a pour parent » et << habite )) 
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alors que le prédicat << habite la méme ville qu'un de ses parents » est calculé 
a partir des précédents. Notons sur cet exemple, que nous avons en fait intro- 
duit deux types d'objets : PERSONNE, VILLE et qu'il n'est pas question 
d'écrire « Paul habite Pierre » ou « Nice a pour parent Paul ». Résumons 
cette remarque dans une définition. 

Définition 1 : Une donnée structurée est formée d'une famille d'ensembles, 
de fonctions et de prédicats. 

b) Enoncer un problème revient à définir formellement un ou plusieurs 
objets. Dans l'exemple 3 il s'agit de l'ensemble de tous les individus vérifiant 
la propriété 1. Plus généralement, un énoncé définit une (ou plusieurs) fonc- 
tion d'accès : dans l'exemple 1, la fonction pgcd. 

La fonction d'accès cherchée est définie en utilisant les fonctions et les 
prédicats de la donnée du problème. Un énoncé sera donc d'autant plus 
long que l'ensemble de fonctions et de prédicats de base sera réduit. Ainsi 
si l'on ne dispose pas de la relation « divise )> dans l'exemple 1, il faudra rem- 
placer partout « x divise y >) par la formule <( 32 (y = x * z) ». De méme 
dans l'exemple 2, si la donnée ignore la fonction max, on peut définir cette 
fonction en posant, par exemple : 

max({ x }) = x 

max(E u { x )) = x > max(E) --  alors x siilon max(E) - fsi . 

Exercice 1 

a )  Enoncer le problème du tri d'un tableau d'entiers. 

b) Ecrire un énoncé du problème d'interclassement de deux tableaux 
triés. On prendra soin de définir complètement le problème [cf. exemple 61. 

Enoiicer un problème suppose que l'on dispose d'un langage d'énoncés. 
Les exemples 1 et 3 sont écrits dans le langage du calcul des prédicats avec 
un ensemble de symboles représentant les fonctions et prédicats de base. 
L'exemple 2 est écrit dans le langage plus riche de la théorie des ensembles 
qui utilise, outre les symboles de base précédents, des symboles tels que 
E, U, n, c, (, ), etc. 

On peut au contraire imaginer des langages plus pauvres en excluant, 
par exemple, les quantificateurs. C'est ainsi que le problème du calcul des 
racines d'une équation du second degré peut être posé sous la forme : 

Etant donné trois réels a ,  b, c (a # O) trouver x tel que 

ou sous la forme beaucoup plus explicite. 
Etailt donnés trois réels a ,  b, c (a # O) trouver deux réels x,, x2 tels que 

Concluons cette seconde remarque par une nouvelle définition. 



Définition 2 : Un langage d'éiloncés de problèmes sur une doilriée structurée D 
est un lailgage formel sur un alphabet contenant, en particulier, des symboles 
représeiltailt les foilctions et prédicats de base de la doililée. Les éléments 
du langage sont généralement appelés formules. Un énoncé du langage est 
lin ensemble de formules. 0 

Les symboles représeiitailt des fonctioils sont encore appelés symboles 
fonctionnels. Leur ensemble est noté en général P. De même, les symboles 
représentant des prédicats sont appelés relationnels et leur ensemble noté P. 
Il est important de bien distinguer les symboles formels des objets, fonctions 
ou prédicats qu'ils représentent. Généralement en effet, un problème est 
posé pour toute une famille de données similaires. en ce sens que les fonc- 
tions et prédicats de base vérifient des propriétés semblables. (Il en va ainsi 
des problèmes de graphe.) L'énoncé, par coiltre, est donné une fois pour 
toutes. Quelquefois même, des problèmes, en apparence différents, peuvent 
être considérés comme des cas particuliers d'un même problème plus général. 
Ainsi le problème de trouver le plus grand entier k tel que k.y 6 x (y > 0, 
x 3 0) et le problème de trouver le plus grand entier k tel que yk divise x 
(x > O,  y > 1) sont deux cas particuliers du problème général suivant : 

Etailt donné un ensemble (D, 4) ordonné muni d'une opération a et deux 
éléme~its x, y de D, trouver le plus grand entier k tel que 

y * y * . . . * y < x  
L 

k fois 

Ici, le symbole fonctioniiel * représente dans un cas l'addition. dans l'autre 
la multiplication. De même le symbole relationnel 4 représente . -- alternative- 
ment l'ordre usuel sur N et la relation « divise D. 

Cette notion d'énoncé formel interprétable de plusieurs manières diffé- 
reiltes est assez importante. On retrouve un point de vue similaire, au cha- 
pitre 3, dans l'étude des schémas de programmes et des schémas récursifs. 

c) Résoudre un problème, c'est donner une définition équivalente de l'accès 
défini par l'énoncé formel, à partir de laquelle on puisse effectuer un calcul 
de celui-ci. Une telle définition est appelée définition algorithmique. Ainsi 
pour le calcul des racines d'une équation du second degré, le deuxième énoncé 
peut être considéré comme algorithmique. Il va de soi que le concept de 
définition algorithmique dépend lui-même du concept d'algorithme. Dans 
un lailgage admettant la récursivité, on pourra considérer comme algorith- 
mique la définition suivante de la fonction pgcd : 

pgcd(x, y) = ..y = O alors x sinon pgcd(y, reste (x, y)) fsi - . 

En résumé nous venons de présenter très brièvement trois aspects de la 
théorie des problèmes : données, énoncé et résolution algorithmique. Nous 
i~lsisteroils assez peu, dans les chapitres suivants, sur les deux premiers aspects 
pour nous pencher essentiellement sur le dernier. El1 effet, jusqu'à une date 
assez réceilte, les spécialistes de la programmatioil n'ont envisagé que le 
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côté algorithmique des choses, principalemeilt pour les deux raisons sui- 
vantes : d'abord, il y avait beaucoup a faire en ce domaine comme la suite 
de l'ouvrage le montre amplement, ensuite, les problèmes numériques abordés 
dails uil premier temps ile nécessitaient pas, du moins apparemmeilt, de 
réflexion approfondie sur les données et les spécificatioils de l'énoncé. Au 
paragraphe suivant, nous allons décrire un langage permettant de spécifier 
a la fois les énoncés, les données et les algorithmes de calcul : le langage des 
définitions récursives. 

L'énoncé proposé dans l'exemple 1 pour définir le pgcd de deux entiers 
ne donile pas directement d'indications pour le calcul. Par contre, il permet 
de prouver quelques propriétés telles que 

où reste(x, y) désigne le reste de la division euclidienne de x par y. 
Vérifions, par récurrence sur y, que les relations (1) et (3) permettent de 

calculer pgcd(x, y) pour tous x, y. Ceci est clair pour y = O. Supposons que 
nous sachioils calculer pgcd(xl, y') pour tout y' < y. En particulier reste(x, y) 
est strictement inférieur a y. Nous savons donc calculer pgcd(y, reste(x, y)) 
et, par là, pgcd(x, y). C.Q.F.D. 

Nous obtenons ainsi l'énoncé suivant du problème posé 

pgcd(x, y) zf 2 y = O alors x siilon pgcd(y, reste(x. y)) fsi . -- - 

011 dira que cet éiloiicé est récursif dans la mesure où l'iilcoilnue (pgcd) appa- 
raît a la fois à gauche et a droite du signe zf (qui se lit « est défini par D). 

Les définitions que nous étudions dans ce paragraphe sont toutes de la 
forme 

où cp est uiie fonction iilcoilnue, x,, . . ., x, des variables et E une expression 
contenant des symboles fonctionnels et relationnels de base, les variables 
x,, ..., x, et (en général) l'inconiiue. Reportant une définition rigoureuse du 
langage d'éiloncés récursifs au paragraphe 4, nous présentons d'abord quelques 
exemples pour concrétiser notre propos. 



2.1 De l'intérêt des énoncés récursifs 

Diviser chacune des difficultés que j'examinerais 
en autant de parcelles qu'il se pourrait et qu'il serait 
requis pour les mieux résoudre. 

(R. DESCARTES, Discours de la-Méthode.) 

L'idée fondamentale justifiant l'importance des énoncés récursifs peut 
s'exprimer ainsi : 

« Pour résoudre un problème sur une donnée complexe, décomposer cette 
donnée en données plus simples et ramener la solution du problème compliqué 
à celles de ces problèmes plus simples ». Le calcul du pgcd par l'algorithme 
d'Euclide en est un premier exemple. Considérons maintenant plusieurs 
problèmes, d'abord sur les entiers, puis sur des structures de données plus 
riches. 

Exemple 4 : Nombre de partitions d'un entier m en au plus n sommants. 

On est amené à répartir une prime de m francs entre 11 employés e l ,  ..., en ; 
mais les habitudes de la maison veulent que compte tenu de l'ancienneté la 
prime de el soit supérieure ou égale à celle de e,, elle-même supérieure ou 
égale à celle de e,, etc. La prime de certains employés peut éventuellement 
être nulle. Combien y a-t-il de manières de répartir cette prime en francs 
eiitiers ? 

Notons q(m, n) ce nombre ; on l'appelle aussi nombre de partitions de m 
en au plus n sommants. Si m ou 11 sont nuls le calcul est simple. En 
effet q(0: n) = 1 et q(m, O) = O si m > O. Si maintenant m et n sont stricte- 
ment positifs, essayons de calculer q(m, n) en fonction de q(ml, nt) avec 
m' < m ou n' < n. Si n 3 m, q(m, n) = q(m, m). Sinon, q(m. n) est la 
somme de q(m, n - 1) et du nombre de partitions de m en exactement n som- 
mants noil nuls. Ce dernier nombre est égal à q(m - II, n). On obtient fina- 
lement l'équation récursive 

q(m, n) z=dm = 0- 1 

sinon si n = O alors O -- 
sinon si m < n alors q(m, m) -- - 
siilon q(m. n - 1) + q(m - 11, n) --- fsi fsi fsi . 

Exercice 2 

Calculer q(5, 3). 

Exemple 5 : Une autre définition de factorielle. 

La définition classique de factorielle induit un calcul « à rebours » : 
11 ! = n * (n - 1) * . . .  * 1. On pourra constater que l'équation suivante 
permet de calculer la factorielle d'une autre manière. 

g(x, y) = si x = y alors 1 sinon g(x, y + 1) a (y + 1) fsi . 
de€ - - -  - 
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Exercice 3 

a) Montrer que g(x, 0) = fact(x). 

b) g(x, y) est-il défini lorsque x est plus petit que y ? 

Les définitions récursives dépassent cependant largement le cadre de 
l'arithmétique. Sans vouloir faire une étude exhaustive, présentons toute- 
fois trois exemples impliquant des structures de données plus riches. 

Exemple 6 : Tri par interclassement. 

Pour trier un tableau t ilon réduit à un élément, on peut le diviser en 2 ta- 
bleaux t,, t, sensiblement de même taille, trier t, et t, et interclasser les tableaux 
résultants. Le tri peut donc être défini par l'équation récursive suivante 
dans laquelle t[i : J] représente la restriction de t à l'intervalle [i : j] et + la 
division euclidienne. 

tri(t[i : j]) = si i > j alors t[i : j] 
def - - 

sinon interclass(tri(t[i : (i + j) t 2]),  tri(t[(i + j) + 2 + 1 : j])) - fsi . - 
Cette équation définit sans ambiguïté tri(t[i :JI). C'est vrai pour i 3 j. 

C'est aussi vrai, par récurrence, pour i < j car les tableaux t[i : (i + j) + 21 
et t[(i + j) -+ 2 + 1 : J] sont plus petits que t[i : j]. Nous laissons au lec- 
teur le soin de définir la fonction interclass. • 

Exemple 7 : Parcours d'un arbre binaire. 

Sans donner une définition formelle, convenons qu'un arbre binaire sur 
un ensemble E est soit réduit à un point (on dit alors qu'il est atomique), 
soit formé d'un nceud (sa racine) et de deux arbres respectivement appelés 
sous-arbre gauche et droit. 

Pour parcourir un tel arbre binaire T ((figure 1). on peut adopter la stra- 
tégie suivante : 
- parcourir d'abord le sous-arbre gauche g(T) de T, 
- passer par la racine de T, 
- parcourir le sous-arbre droit d(T) de T, 

Figure 1 Parcours symétrique d'un arbre T. 



La liste des nce~ids de T, tels qu'ils apparaissent au long de ce parcours, 
peut être définie par : 

liste(T) = si T atomique alors T 
def - - 

siilon liste(g(T)). racine(T) . liste(d(T)) - fsi 

où . représente la concaténation des listes. 

* Exercice 4 : Problème des tours de Hanoï. 

Au milieu du temple de Hanoï se trouvent 3 pieux de diamant. Autour 
du premier de ces pieux, 60 disques d'or étaient empilés il y a longtemps, 
par ordre de taille décroissante. Les bonzes ont reçu pour mission de déplacer 
un par un ces soixante disques sur le troisième pieu, en utilisant les 3 pieux 
et sans que jamais un disque se retrouve au-dessus d'un disque plus petit. 
Pour formaliser ce problème notons Hailoï(n, i. j) la liste des déplacements 
nécessaires pour amener les n disques du pieu numéro i jusqu'au pieu numéro j 
(un déplacement est un triplet (n, i, j) où i désigne le pieu de départ, j le pieu 
d'arrivée et n le numéro du disque). En s'iiispirailt de l'exemple précédent 
définir récursivement la procédure Hanoï. O 

2 . 2  Notions de fonctionnelle et de point fixe 

Commençons par introduire une notation fréquemment utilisée dans la 
suite. Si u(n) est une expressioil contenant éventuellement la lettre n (n * f(n - 1) 
par exemple), kn.u(n) désigne l'application f qui, à tout 11, associe la valeur 
obtenue en évaluant u(n). Autrement dit f = hn.u(n) a le même sens que 
la notatioii classique f : n + u(n). 

Cette notation permet d'exprimer d'une autre manière les définitions 
récursives. Donnons-en trois exemples : 

a) L'application factorielle est l'unique solution, dans l'ensemble des 
applications de N dans lui-même, de l'équation : 

f = kn.si n = O alors 1 sinon n * f(n - 1) fsi . 
def - -- - 

b) L'équation suivante admet au moins deux solutions dans l'ensemble 
des applications de N2 dans N (exercice 5) : 

f = Lx, y .si x = y alors y + 1 sinon f(x, f(x - 1, y + 1)) fsi . 
def - - - - 

E-xercice 5 

Vérifier que 

g = h x , y . x +  1 et h = h x , y . ~ i x 3 y a l o r ~ x +  - - l s i nony  - + l f s i  - 

sont des solutioiis de l'équation ci-dessus. 

c) L'équation 

f = Lx. si f(x) = O alors 1 sinon O fsi 
def  - 
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n'admet quailt à elle aucuiîe solutioil dans l'espace des applications partout 
définies de N dans N .  Cepeildant. si l'on étend le domaine des solutioiis 
possibles, 011 trouve comme solution la fonction nulle part définie. C'est 
pourquoi 110~1s allons étudier à partir de maintellant les équations récursives 
sur l'espace F ( E ,  F) des fonctions partiellement définies sur E à valeurs 
dails F. 

Précisons quelques termes. Une fonctionnelle (ou opérateur) est une appli- 
cation z d'un espace de foilctioils F ( E .  F) dans lui-même. Une fonction f 
de E dans F est un point fixe de r si r(f) = f. 

On peut associer à chaque équatioil du type f = hx.u(x) une foiictioii- 
def  

nelle r = hf.hx.u(x) admettant comme points fixes les solutioiis de l'équa- 
tion. Par exemple les foilctioiis g et h de l'exercice 5 sont deux points fixes 
de la fonctioiliielle 

r = hf.hx, y.si x = y alors y + 1 siiloii f(x. f(x - 1, y + 1)) fsi . - - - - 

D'autre part on peut définir sur 9 (E. F) une relatioii d'ordre et une notion 
de convergence. Toute équation récursive admet alors une plus petite solu- 
tion calculable par une méthode d'approximations successives. Ce sont ces 
idées que nous développons maiiltenailt. 

Définition 3 : Soit f et g deux fonctions de E dans F. On dit que f est moins 
définie que g (et on écrit f C g) si, pour tout x de E tel que f(x) soit définie, 
g(x) est aussi définie et g(x) = f(x). 

La relation C est une relation d'ordre dans F ( E ,  F). La fonction nulle 
part définie, notée R est le plus petit élément de cet ensemble. O 

Définition 4 : Une suite (f,) converge vers une fonction f si f,, est moins définie 
que f pour tout 11 et si, pour tout x tel que f(x) soit défini il existe II, vérifiant 

n 2 11, * f,(x) = f(x) . 

Exercice 6 

a) Vérifier que la fonction f = hx, y. si(x 3 y et pair(x - y)) alors x + 1 fsi - - 
est une solution de l'équation défiilieeil b) c?-dessus. 

b) Vérifier que f est moiiis définie que les solutiolls mentioiliiées à I'exer- 
cice 5. 

c) Vérifier que f est la plus petite solution de cette équatioil. 

2 .3  Calcul du plus petit point fixe d'une fonctionnelle par approximations 
successives 

Cniisidéroils à nouveau la fonctioilnelle 
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est le plus petit point fixe de r.  Pour cela construisons une suite (f,),,, de 
foilctions de plus en plus définies convergeant vers f. Soit fo = R et pour 
tout 11 3 0, fn+ ,  = r(fn). La démonstration comporte deux parties : 

a) (f,) est une suite croissante convergeant vers f. 
Moiltrons par récurrence sur n que, pour tout (x, y), fn(x, y) est défini 

si et seulement si x - y est pair et x - y appartient à l'intervalle [O : 2 n - 21 
et que, dans ce cas, fn(x, y) = x + 1. Pour 11 = O, fn = R et l'assertion est 
vraie. Supposons l'assertion vérifiée pour un entier 11 3 0 quelconque et 
coiisidérons deux entiers x, y tels que x -y soit pair et O < x -y < 2(n+ 1) -2 : 
- Si x = y alors fn,,(x,y) = y + 1 = x + 1. 
- Si x # y, fn(x - 1, y + 1) = x - 1 + 1 par hypothèse de récurrence 

et donc fn+ ,(x, y) = fn(x, fn(x - 1, y + 1)) = fn(x, x) = x + 1 ce qui ter- 
mine la démonstration de l'assertioil. 

Moiltrons maintenant que (f,) converge vers f. En effet (f,) est moins 
défini que f pour tout n. D'autre part pour tout (x, y) tel que x - y soit pair 
et x - y 3 0, il existe no tel que x - y < 2 no. Et alors pour tout n 3 no, 
fn(x, y) = x + 1 = f(x, y) ce qui prouve la convergence. 

b) f est le plus petit point fixe de r.  
Remarquons tout d'abord que la fonctionnelle r vérifie la propriété sui- 

vante (de continuité) : 
Si (f,),, , converge vers f alors (~(f,)),,, converge vers r(f). Autrement dit 

Alors, comme fn+ ,  = r(fn) pour tout n 3 O on en déduit que 

f = lim f = lim i(fn) = r (lin fn) = ~ ( f )  
n n 

c'est-à-dire que f est un point fixe de r.  
D'autre part, montrons que si f' est une fonction vérifiant f '  = r(f') alors 

f est moins définie que f '  ce qui achèvera la démonstration. 
Tout d'abord, si f' = ~ ( f ' )  alors fn C f '  pour tout 11 3 O.  En effet fo C f '  

et, pour n 3 0, fn C f' implique fn+,  = z(fn) C r(f') = f'. En passant a la 
limite on déduit de fn L f' que f = lirn fn C f'. C.Q.F.D. 

n 

Nous verrons au paragraphe 3 que cette technique d'approximation se 
généralise entièrement à toute fonctionnelle « continue ». 

2.4 Calcul par substitution 

Avant d'entreprendre une étude plus théorique, nous montrons, sur un 
exemple, que la plus petite solution d'une définition récursive est calculable 
algorithmiquement. Le chapitre suivant, consacré a l'étude des algorithmes, 
permettra d'étendre ce type de résultat. 

Notre propos se réduit à montrer qu'une procédure récursive du type 

procedure fact = (entier n )  entier : n = O alors 1 sinon n * fact(n - l).fsi - 
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calcule effectivement la plus petite solution de l'équation 

f = hf. ?,n .. n = O alors 1 sinon n * f(n - 1) 
def 

Pour évaluer une expression e contenant des appels à la procédure fact, 
on applique autant de fois que nécessaire les deux règles suivantes : 

a) Simplifier en effectuant chaque opération dont tous les arguments 
sont connus ou en évaluant les expressions conditionnelles dont l'argument 
booléen est connu. 

b) Développer l'expression en remplaçant chaque terme fact(el) par le 
terme 

si e' = O alors 1 sinon e' * fact(et - 1) fsi . - - 

Désignons par Simpl(e) et Dev(e) les expressions obtenues en appliquant 
respectivement les règles a) et b). L'évaluation de e, si elle est possible, peut 
être réalisée en calculant une suite e,, e;, el, ..., en, en vérifiant e, = e, 
en = Simpl(en) et e; = Dev(e,-,). L'évaluation s'arrête lorsque en est une 
valeur simple. Par exemple, pour e = fact(2) on obtient le calcul suivant : 

e, = fact(2) 

e; = @ 2 = O alors 1 sinon 2 * fact(2 - 1) fsi - 
el = 2 * fact(1) . 
e; = 2 * si 1 = O alors 1 sirzorz 1 * juct(1 - 1) jsi - -- - 
e,  = 2 * (1 a fact(0)) 

ej  = 2 * (1 * si - O = O alors 1 sinon O * fact(0 - 1)fii) --  - 
e3 = 2 .  

Plus généralement, pour tout n et pour tout .Y, posonsJ;;(x) = y si et seu- 
lement si l'évaluation de fact(x) s'est terminée en y avant la 11-ième étape 
(par exemple, pour x = 2, fi, fi, fi sont indéfinis en x tandis que fn1(2) = 2 
pour n 3 3). On peut montrer que la suite (f,') converge vers fact ce qui fournit 
un procédé de calcul effectif. 

2 . 5  Conclusion 

Résumons l'étude de l'exemple entreprise dans ce paragraphe. Nous avons 
vu qu'une définition récursive pouvait admettre dans l'espace des fonctions 
de E dans F plusieurs solutions. La plus petite de ces solutio~is, pour la rela- 
tion d'ordre « moins définie que », peut être calculée par approximations 
successives. Ce premier résultat sera généralisé après une étude mathématique 
de la théorie du plus petit point fixe (4 3). Cette solution peut aussi être cal- 
culée algorithmiquement, ce qui fait tout l'intérêt des définitions récursives. 
Ce second résultat sera prouvé rigoureusement au paragraphe 4 du chapitre 3. 
Pour mettre en évidence le fait que nous nous intéressons uniquement à la 



plus petite solution. nous notons a partir de maintenant les équations sous 
la forme : 

3 ÉTUDE MATHÉMATIQUE : THÉORÈME DU POINT FIXE 

Le jour où. placée devant le problème de la réso- 
lution d'une équation x = g(x) ~ i n e  machine sans 
aide apparente ou cachée de son cornac sera parve- 
nue à l'idée de former la suite x,, x, = g(x,), 
x, = g(x,), etc. Je ne serai pas loin de penser, moi 
aussi, à la possibilité de faire « penser )> les ordi- 
nateurs. 

(J. DIELDONNE. préface du iilre 
(( Cornputer in mathematical research n . )  

Nous avons vil au paragraphe précédent que toute définition récursive 
admettait une plus petite solution, définie comme le plus petit point fixe 
d'une fonctionnelle. L'objectif du présent paragraphe est de prouver l'exis- 
tence d'un plus petit point fixe pour une classe importante de fonctions. 
Le cadre dans lequel nous nous plaçons est assez vaste pour inclure le théo- 
rème des approximatioils successives de l'analyse mathématique aussi bien 
que le théorème d'existence d'une solutioil pour les systèmes algébriques 
en théorie des langages. 

Le résultat général et fondamental que nous voulons démoiltrer est le 
suivant (les termes continue et inductif sont définis au § 3.1).  

Théorème du point fixe 

Soit (X, 6 )  un ensemble ordonné inductif et f une application continue 
de X dans X. Alors f admet un plus petit point fixe p(f)  De plus, 
p(f) = sup ( f n ( i )  ) où I désigne l'élément minimal de X. 

n > O  
O 

Avant de donner la démonstratioil de ce théorème. éi~onçons quelques 
définitions et propriétés immédiates. 

3.1 Ensembles inductifs et fonctions continues 

Soit (X, 6 )  un ensemble ordonné, ilon nécessairemeilt totalement ordonné, 
et Y une partie de X. 

Définition 5 : 

Un majorant (resp. un minorant) de Y est un élément a de X tel que, 
pour tout x de Y, on ait x a a (resp. x 2 a). 

Le maximum (resp. le minimum) de Y (s'il existe) est un majorant (resp. 
un minorant) de Y qui appartient à Y. On montre facilement que, s'il existe, 
il est unique. On parle encore de plus grand (resp. plus petit) élément de Y. 
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La borne supérieure (resp. la borne inférieure) de Y est le minimum (resp. 
le maximum), s'il existe, des majorants (resp. des minorants) de Y. On la 
note sup Y (resp. inf Y). 

Une chaîne est une suite croissante x, < xi 5 . . .  < x, < x , + ~  < ...  
S'il existe no tel que n 3 no implique x, = xno. on dit que la chaîne est sta- 
tionnaire. 

Un ensemble ordonné est inductif (au sens des chaînes) s'il admet un plus 
petit élément (noté 1) et si toute chaîne admet une borne supérieure. 

Une application f d'un ensemble inductif X vers un autre ensemble 
inductif Z est continue (au sens des chaînes) si, pour toute chaîne (x,),,, 
la suite (f(x,)), , , admet une borne supérieure vérifiant : 

Exemple 8 

Etant donné deux ensembles E, F l'espace B(E,  F) des fonctions partielles 
de E dans F ordonné par C est inductif (exercice 7). 

Si (X, 6 )  est un ensemble ordonné, l'ensemble Xn peut être muni d'une 
relation d'ordre encore notée 6 et définie par : 

(xl> ..., xn) d (YI, ..., Y,) * X i  Y i  ... Gxn 6 Yn . 
Il est alors immédiat que si X est inductif il en est de même de Xn. 

Exercice 7 

Montrer que l'ensemble F ( E ,  F) milni de la relation L (moins défini que) 
vérifie les 2 propriétés suivantes : 

toute partie totalement ordonnée admet une borne supérieure, 
toute partie ilon vide admet une borne inférieure. 

En déduire que 4 ( E ,  F) est inductif. O 

Exercice 8 

Montrer que : 
Toute fonctioii continue est croissante. 
Si f et g sont coiltinues alors f o g est continue. 

Exercice 9 

Si f est une fonction de (E. 6 )  dans (F. C) et si X est une partie de E, on 
note f(X) = { y E F / 3x E X, y = f(x) 1 .  Montrer que. si f est croissante et 
si sup X et SLIP f(X) existent, alors sup f(X) L f(sup X). 

Les exercices suivaiits peuvent être omis en première lect~ire. 

Exercice 10 

a) Coilstruire des'ensembles ordonnés contenant des parties ii'ayarit pas de maximum. 
oii pas de majorant ou pas de borne supérieure. 



b) Etudier ces concepts sur l'ensemble des parties finies de N ordonnées par inclu- 
sion. O 

Exercice 11 

Montrer que sup 0 existe si et seulement s'il y a un plus petit élément 1 et que 
sup 0 = 1. 

Exercice 12 

Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes : 
(i) toute chaîne et toute paire admettent une borne supérieure, 

(ii) toute partie au plus dénombrable admet une borne supérieure. O 

Exercice 13 

1) Soit (E, <) et (F, C) deux ensembles inductifs et soit f une fonction croissante 
de E vers F ,  montrer que : 

a) pour toute chaîne C de E, f(C) est une chaîne (donc sup f(C) existe), 
b) pour toute chaîne stationnaire C de E sup f(C) = f(sup C), 
c) En déduire que si toutes les chaînes de E sont stationnaires, une application de E 

vers F est continue si et seulement si elle est croissante. 

2) En déduire que, pour les ensembles finis, les notions de continuité et de crois- 
sance sont identiques. 

3) Trouver un exemple d'une fonction croissante et non continue (on pourra choisir 
pour E et F l'intervalle [O, 11 muni de l'ordre habituel sur les réels). 

4) a) Montrer que si une chaîne (x,) est non stationnaire alors (Vk E N )  ( sup x, f xk). 

b) En déduire que, si (E, <) est inductif et contient une chaîne non stationnaire 
et si card F 3 2, il existe une fonction croissante non continue de E vers F. 

L'exercice suivant montre le lien entre la notion de continuité au sens des chaînes 
et celle de continuité au sens topologique habituel. 

* Exercice 14 

Si (E, <) est un ensemble inductif, on dit qu'une partie U de E est ouverte si : 

a) x E U x < y implique y E U 
b) si x, < . . .  < x, < .. .  est une chaîne et 

sup x, E U alors { x, 1, ., n U f 0 
n 

1) Montrer que ces ouverts définissent une topologie sur E c'est-à-dire une famille 
d'ensemble appelés « ouverts » telle que 

a) 0 et E sont des ouverts, 
b) une réunion d'ouverts est un ouvert, 
c) une intersection finie d'ouverts est un ouvert. 

2) Si (E, 7) et (F, 7') sont deux espaces topologiques, une application f de E vers F 
est continue si, pour tout ouvert U de F,  f- '(U) = { x E E f(x) E U ) est un ouvert. 

Montrer que. si (E, <) et (F, ') sont munis chacun de la topologie définie ci- 
dessus, une fonction est continue au sens topologique si et seulement si elle est continue 
au sens des chaînes. 
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3.2 Théorème du point fixe : énoncé et démonstration 

Théorème 1 

Soit (X, <) un ensemble inductif, f une fonction continue de X vers X. 
Alors f admet un plus petit point fixe y(f) unique qui vérifie 

Démonstration : La suite (f,(l)),,, est une chaîne. En effet, I < f ( i )  
et, puisque f est croissante (exercice 8), f n - ' ( 1 )  < f n ( l )  implique 
f n ( l )  < f n + ' ( i ) .  Puisque l'ensemble est inductif, cette chaîne admet une 
borne supérieure y(f) et, f étant continue, 

f(y(f)) = f(sup fn ( l ) )  = sup f " + l ( l )  = sup f " ( I )  = y(f) . 
n à O  n à O na 1 

De plus, si x est un élément de X tel que f(x) < x,  on a f n ( l )  < x pour 
tout n 2 O. En effet, i < x et, si f n ( i )  < x ,  alors f n + ' ( l )  < f(x) < x 
puisque f est croissante. Donc, y(f) 5 x. C.Q.F.D. 

Remarque : Nous avons montré, en fait, que y(f) = inf { y / f(y) < y }. 

3.3  Deux applications du théorème du point fixe 

Avant de nous intéresser aux conséquences de ce théorème dans l'étude des défi- 
nitions récursives, nous en donnons, sous forme d'exercices, quelques applications et 
généralisations. 

Exercice 15 : Langages algébriques. 
Soit A un alphabet, Y(A) l'ensemble des parties de A* (ou langages sur A) muni 

de la relation d'inclusion. Vérifier que Y(A) est inductif. 
On appelle expression régulière sur des variables XI  . . . X, toute expression formée, 

à partir de X, ,  ..., X, et des parties finies de A* en utilisant les opérations de réunion, 
de produit et de produit itéré. Par exemple 

X, X, u (ab)* XT . 

Si U(X,, ..., X,) est une expression régulière, montrer que l'application 

LX,, X,, ..., X,.U(Xl, ..., X,) 

de (Y(A))" dans Y(A) est continue. En déduire que le système d'équations 

X = ( X ,  . X )  1 < i < n 

où les Ui sont des expressions régulières, admet une plus petite solution dans 
(-ww)". O 

L'exercice suivant montre que le théorème du point fixe de l'analyse mathématique 
est un cas particulier du théorème 1. 

* Exercice 16 : Théorème du point fixe de l'analyse classique. 

1) a) Soit Io un intervalle fermé de [W. Montrer que l'ensemble Int(1,) des inter- 
valles fermés de iW contenus dans Io, muni de la relation : 1 < 1' o 1 3 1' est inductif 

LivERcu. - Théorie des programmes 2 
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(un intervalle est fermé s'il est de l'une des formes] - CO, + cc[, ] - x ,  b], [a, + x [ ,  
[a, b] avec a, b E Ri). 

b) Toute application f de Io dans 1, induit une application f de Int(1,) dans lui-même 
définie par 

f(1) = sup { J E Int(1,) / J I f(I) 3 
Compte tenu de la définition de <, f(1) est le plus petit intervalle fermé contenant f(1). 

Montrer que f est une application continue (au sens de l'analyse) dans 1, si et seulement 
si fest  une application continue (au sens des chaînes) dans Int(1,). 

2 )  Soient L un intervalle fermé de R, non nécessairement borné, f une application 
de 1 dans 1 et k un nombre strictement inférieur à 1 tels que f(x) - f(y) < k 1 x - y 1 
pour tous x, y de 1. Soit enfin x, E 1. 

a) Montrer qu'il existe un intervalle Io c 1, borné, contenant xo tel que f(1,) soit 
inclus dans-Io. 

b) Soit f l'application de Int(1,) dans lui-même induite par f. Vérifier que f admet 
un plus petit point fixe, réduit à un point x de Io et que x est en réalité l'unique point 
fixe de f. 

3.4  Généralisation du théorème au cas de fonctions non continues 

Indiquons, toujours sous forme d'exercices, quelques généralisations et propriétés 
classiques du théorème du point fixe : 

Exercice 17 

a) Montrer que, si (X, <) est tel que toute partie admet une borne inférieure. alors 
c'est un treillis complet, c'est-à-dire que toute partie (y compris la partie vide) admet 
une borne inférieure et une borne supérieure. 

b) Montrer que, dans ces conditions, toute fonction croissante admet un plus petit 
point fixe (on donnera une définition de ce dernier en terme de borne inférieure d'une 
partie de X). 

c) Donner des exemples de treillis complets et de fonctions croissantes non continues. 
O 

Exercice 18 : Une « construction » abstraite du plus petit point fixe lorsque f est 
seulement croissante. 

Lorsqu'on essaie d'appliquer la méthode des approximations successives, on obtient 
une chaîne (x,), admettant une borne supérieure x, ; comme f est croissante, f(x,) 
est plus petit que f(x,) pour tout n, donc x, < f(x,). Mais f n'étant pas continue, 
on peut ne pas avoir l'égalité. L'idée est alors de définir x,+, de la même manière en 
partant de x, puis x,,, x,,: etc. Plus généralement on définit x, pour tout ordinal r :  
par récurrence. Précisément, x, = 1, x,, , = f(x,) pour tout a et x, = sup (xp) 

R I *  
Y - 

si ûr est un ordinal limite (tel que o, 2 o, . . .). Soit Y l'ensemble des éléments de X qui 
sont de la forme x,. Montrer qu'il existe a tel que x, = x,, ,. Vérifier que x, est le 
plus petit point fixe de f. 

Exercice 19 

Soit (X, 6) un espace inductif et soient f et g deux fonctions continues de (X: <) 
vers (X. 6 )  telles que f O g = g o f. 
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a) Montrer que l'ensemble des points fixes communs a f et g est non vide et admet 
un élément minimum. Donner l'expression de ce dernier. 

b) Est-ce nécessairement le plus petit point fixe de f. de g ? 

c) Est-ce un point fixe de f o g ? Est-ce le plus petit ? 

Exercice 10 - 
Soit (X, 6 )  un espace inductif et soient f, g deux fonctions continues de (X, <) 

vers (X. <) telles que f ( i )  = g ( 1 )  et f o g = g o f. Montrer que f et g ont même plus 
petit point fixe. 

4 PREUVE DE PROPRIÉTÉS DU PLUS PETIT POINT FIXE D'UNE 
FONCTIONNELLE 

Lorsque l'on se trouve en présence d'une fonctionnelle, on peut vouloir, soit 
calculer explicitement son plus petit point fixe, soit en rechercher des propriétés. 
En particulier, on peut essayer de montrer que deux fonctionnelles ont même 
plus petit point fixe ou que le plus petit point fixe est plus (ou moins) défini 
qu'une fonction g donnée. 

Un certain nombre de règles ont été proposées pour prouver ces propriétés. 
Elles peuvent être réparties en 3 classes suivant qu'elles sont fondées sur la 
structure de la fonctionnelle (règles de Park et de Scott) ou sur la structure di1 
domaine (règle d'induction structurelle). Ces règles peuvent être intégrées 
dans un système automatique de preuve. C'est le cas, en particulier. de la règle 
de Scott, base du système LCF développé par MILNER [MILR 761. Un tel 
système suppose que les propriétés du domaine de définition, si elles sont 
utiles a la preuve, sont représentées par un ensemble d'axiomes et de règles 
d'inférence. Nous verrons, sur des exemples, comment réaliser une telle 
formalisation. 

Donnons d'abord quelques exemples de propriétés. Dans ce paragraphe, 
toutes les fonctionnelles sont continues. Elles sont notées z, z, et leurs points 
fixes p(z) et p(r,). 

Exemple 9 

a) Vérifier que le plus petit point fixe de la fonctionnelle 

z = hf.Âx.&x > 100 U x  - 10 sinonf(f(x + I l ) )  fsi 
est moins défini que la fonction f,, définie par 

[f, ,(x) = Lx. - si x > 100 alors x - 10 sinon 911 - 

b) Soit r la fonctionnelle hf.hx.& p(x) alors x sinon f(f(h(x))) &i dans 
laquelle p est un prédicat et h une fonction. Vérifier que 
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c) Considérons la définition récursive suivante de la concaténation de 
2 listes 

a * P t si a = A alors sinon tête(a) .(queue(a) * P) . - - -  
Vérifier que (a  * P) * y = a * (p * y). O 

4.1 Méthode de récurrence sur la fonctionnelle 

a) Règle de Park 

Soit z une fonctionnelle croissante. S'il existe une fonction g telle que 
r(g) C g, alors z admet un plus petit point fixe et p(z) C g. 

Justifions cette règle : 

i) Si A est une famille non vide de fonctions, on peut définir Inf A par la 
relation 

Vx Vy Inf A(x) = y o pour tout f E A, f(x) = y . 
ii) S'il existe g tel que r(g) C g, l'ensemble A = { h : D --+ D 1 r(h) C h } 

est non vide et admet une borne inférieure f. Vérifions que f = p(z). 

- Pour tout h E A, f L h et, puisque r est croissante, 

Donc ~ ( f )  est un minorant de A et 

- Puisque z est croissante, il vient de l'inégalité précédente 

Donc r(f) E A et f C z(f). Ainsi, f est un point fixe de r.  Puisque tout point 
fixe de .r: appartient a A. f est le plus petit. 

iii) Si g vérifie r(g) '_ g, g appartient à A et f _C g. C.Q.F.D. 

Exemple 10 : Application de la règle de Park. 

Considérons la fonctionnelle 

r = I f .  Lx. si x > 100 alors x - 10 sinon f(  f(x + 11)) fsi - - - - 
introduite dans l'exemple précédent et vérifions qu'elle admet un plus petit 
point fixe moins défini que f9, . 

d'après la règle précédente, il suffit de montrer que r(f, ,) 5 f,, . 

z(f9 ,) (x) = - si x > 100 - alors x - 10 - sinon f9,(f9 ,(x + 11)) - fsi 

z(f9 ,) (x) = $ x > 100 - alors x - 10 
sinon s ix  + 11 > 100 alors f9,(x + 1) -- 
sinon f9 ,(91) fsi fsi - -- 
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Alors si x = 100, t(f  ,,)(x) = f,,(x + 1) = f9,(101) = 91 

si 89 < x < 100, r(f9,) (x) = f,,(x + 1) = 91 

si x < 89, r(f9,) (x) = f9,(91) = 91 . • 

b)  Règle de tl.oncution 

Sio, ,  O,, z sont trois fonctionnelles continues telles que 
il o,(Q) C 02(Q) 
ii) pour tout i 3 0, ol(tl(R)) C 02(r1(Q)) * o,(zi+'(R)) L o,(ri"(R)) 

alors o,(il(r>) 02(il(t)) . 

Justification : p(r) = sup ti(R). Par récurrence sur l'indice i, l'assertion 

ol(z'(R)) C 02(zi  (a))  pour tout i O. Mais, par continuité, 

Cette règle permet essentiellement de justifier la règle suivante dite règle 
d'induction de Scott. 

c)  Règle de Scott (forme simple) 

Soient o,, o,, t trois fonctionnelles continues telles que 
i) o,(Q) c o2(W 
ii) pour tout f, o , ( f )  L o,(f) => o,(z(f)) 5 02(t(f))  
alors ol(I-4~)) L ~ , (P (T) ) .  

Cette règle s'avère très puissante dans la pratique et présente l'avantage de 
ne pas faire référence aux entiers. Cela permet de réaliser des systèmes auto- 
matiques de preuves plus simples. Donnons immédiatement quelques géné- 
ralisations de cette règle. 

La première consiste à considérer l'espace ( 3 ( E ,  F))" des n-uplets (f, ,  . . ., f,) 
de fonctions. Nous avons signalé à l'exemple 8 que ( F ( E ,  F))" est un espace 
inductif. Si r , ,  . . ., z, sont des fonctionnelles continues à n variables, l'appli- 
cation r = ( r  , , . . . r,) est une fonctionnelle de (.F(E, F))" sur lui-même. Son 
plus petit point fixe n'est autre que la plus petite solution du système d'équa- 
tions : 

1 :  f,(x) = ~ l ( f 1 ,  ..., f,) (x) 

f,(x) = ~ , ( f , ,  . . ., f,) (x) 

Nous noterons f le n-uplet (f,, . . ., f,). 
La deuxième généralisation concerne la notion de propriété admissible. 



Définition 6 : Une propriété P sur (B(E,  F))" est dite admissible s'il existe 
deux familles (O,), et (O;), de fonctionnelles continues telles que P puisse 
se mettre sous la forme 

P(f) = oi(f) L oi(f) pour tout i E 1 . 

Exemple 11 : Quelques propriétés admissibles. 

i) << f o f = f » est une propriété admissible. En effet cette égalité équivaut à : 

f o f  5 f et f c  f o f .  - 
ii) « f, = f2 » est une propriété admissible. En effet il suffit de prendre 

dans la définition 6 

iii) Par contre « f n'est pas partout définie » n'est pas admissible. 
En effet cette dernière propriété peut encore s'écrire << 3xf(x) indéfini >> qui 

ne peut s'exprimer comme une conjonction d'inclusions. Vérifions d'ailleurs 
que la règle de Scott ne s'applique pas à cette propriété en considérant la 
fonctionnelle 

r = hf.hx.g x = O alors 1 sinon x * f(x - 1) & 
p(z), qui est la procédure fact comme nous l'avons vu au paragraphe 2 . 4  
est partout définie. Par contre, pour tout n 3 0, la fonction zn(!2) définie par : 

rn(R) (x) = fi x < n alors x ! sinon indéfini 

est une fonction pa~tielle. 

d )  Règle de Scott généralisée 

Soient P une propriété admissible et z une fonctionnelle continue sur 
( 5 ( E ,  F))" . Si 

. P(Q) 
et .P(f) * P(z(f)) pour tout f appartenant à ( F ( E ,  F))" 
alors 

4 . 2  Exemples d'applications de la règle d'induction de Scott 

u) Propriétés indépendantes du domaine d'interprétation 

Soit la fonctionnelle 

z = hf. hx fi p(x) alors x sinon f(f (h(x))) &i . 

Montrons que p(r) est idempotente c'est-à-dire que p(r) 0 p(z) = p(r). 
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Considérons pour cela la propriété P(f)  

et raisonnons par induction de Scott. Montrons d'abord P(R) c'est-à-dire 
y(r) O Q = Q. Pour tout x, R est indéfini en x, donc aussi y(c) 0 Q. 

Montrons que P(f) P(t(f)). 

p(r) (c(f) (x)) = p(r) (- p(x) alors x sinon f(f(h(x))) fsi) 
= - si p(x) alors y (r) (x) sinon p(r) ( f ( f (h(x)))) fsi 
= - si p(x) alors p(r) (x) sinon f(f(h(x))) &i par hypothèse 
= - si p(x) alors x sinon f ( f  (h(x))) fsi = r(f) (x) 

puisque p(r) (x) = J. p(x) alors x sinon p(rj (p(r) (h(x))) fsi. C.Q.F.D. 

* Exercice 31 

Soit 

r ,  = hf.hx, y .sj p(x) alors y sinon h(f(k(x), y)) & 
et 

z, = hf.hx, y .J. p(x) alors y sinon f(k(x), h(y)) &. 
Vérifier que p(r,) = y(r,). O 

b)  Equivalelzce de deux langages définis par des systèmes ù poirztjîxe. 

La règle de Scott s'applique également aux fonctions continues sur des 
espaces plus généraux. Il suffit d'y remplacer Cl par l'élément minimum 1. En 
particulier, en théorie des langages (voir l'exercice 15), on considère des 
applications continues sur l'ensemble des langages sur un alphabet A, c'est-à- 
dire sur l'ensemble Y(A*). Cet ensemble est inductif, admet 0 comme plus 
petit élément et est muni de deux opérations continues, l'union et le produit, 
défini par la relation 

Si A = { r ), on écrit simplement ctB (resp. a u B) au lieu de { a ) B 
(resp. { a ) u B). 

Considérons ici l'alphabet { a, b, y, 6, E ) et les applications FI, F,, F, 
définies par 

et désignons par Lx le plus petit point fixe de FI et par (L,, L,) celui de (F,, F,). 
Vérifions que 
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Soit P(X, Y, 2) = « X = YZ ». P est une propriété admissible. Claire- 
ment P(@, @, @) est vrai. Supposons maintenant P(X, Y, Z) vérifiée 
et montrons que P(X1, Y', Z') est vrai où 

X' = F,(X),  Y' = F,(Y, Z ) ,  Z '  = F,(Y, Z ) ,  

X' = a(c;lXp u y) (6X u E )  

= a(aYZp u y) (6YZ u E) par récurrence 
= Y' Z' . 

Cette propriété d'équivalence a des applications intéressantes en program- 
mation dont nous décrivons un exemple ci-dessous. 

Exemple 12 : Equivalence entre deux stratégies de parcours d'une forêt. 

Une forêt est une suite d'arbres. Un arbre est un graphe connexe sans 
circuit, muni d'une racine r. Chaque point est donc relié à la racine de l'arbre 
par un chemin unique. On dit que y est fils de x si x est le prédécesseur de y 
sur le chemin reliant r à y. Inversement, on dit que x est le père de y. L'arbre 
est dit orienté si l'on ordonne les fils de tout point (ou nacud) de l'arbre. Si un 
nceud admet un ou plusieurs enfant, sa descendance est encore une forêt. 

Trois fonctions fondamentales permettent de passer d'un nceud à l'autre 
de la forêt : 

F(x) est le premier fils de x s'il existe 
C(x) est le premier frère de x s'il existe (frère cadet) 
P(x) est le père de x si x n'est pas une racine. 

Considérons d'autre part les deux prédicats 

f(x) vrai si et seulement si x a un fils 
c(x) vrai si et seulement si x a un frère cadet 

et notons f, c les négations de f, c. 

Figure 2 Schéma d'une forêt. 

On dit qu'une forêt est parcourue si tous ses nacuds ont été visités en utilisant 
les fonctions F, C, P et les prédicats f, c. Le parcours d'une forêt peut être 
représentée par la suite des opérations réalisées ou calcul, c'est-à-dire par un 
mot sur l'alphabet ( F, P, C, f, f, c, c ) .  Décrivons deux stratégies possibles 
de parcours d'une forêt. 
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Stratégie 1 : Pour parcourir une forêt, visiter la racine r de son premier 
arbre, parcourir la forêt, si elle existe, constituée par la descendance de r, 
parcourir la forêt, si elle existe, constituée par les frères cadets de r et leur 
descendance. 

Stratégie 2 : Pour parcourir une forêt, parcourir successivement chaque 
arbre de cette forêt. Pour parcourir un arbre, visiter sa racine, puis parcourir 
successivement chaque arbre de sa descendance. 

Désignons par IX, IX' les ensembles de calculs associés aux traversées de 
toutes les forêts selon les stratégies 1 et 2. Nous voulons montrer que IX et 
V' coïncident et, pour cela, nous assurer qu'ils vérifient un système d'équations 
du type précédent. 

Il est facile de voir que V est solution de l'équation 

qui se met sous la forme X = F,(X) en posant 

(avec les notations du début de paragraphe) 
Pour la le  stratégie, introduisons l'ensemble V2 des calculs associés aux 

parcours des arbres et l'ensemble V3 des calculs associés aux parcours d'une 
suite éventuellement vide d'arbres. V' vérifie 

D'autre part V2 et V3 sont liés par les relations 

En définitive, (V,, V,) est solution du système 

qui se met encore sous la forme 

11 résulte donc du résultat précédent que 

Le formalisme des ensembles de calculs sera développé au paragraphe 5 
du chapitre 3. O 

c) Propriétés dépendunt du domaine d'interprétation 

Soit A':: l'ensemble des mots sur l'alphabet A ; on se donne trois fonctions 
de base : 



Chapitre 2 

- a .  r qui est l'adjonction de la lettre a en tête du mot r 
- - tête(%) qui donne la première lettre de r. 
- queue(a) qui donne le mot p tel que a = tête(a).p. - 
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes : 

Si ~ E V  et ~ E V : *  alors a.cl # A, m ( a . a )  = a .  queue(a.r) = r et si 
a # A alors &(cl). queue(%) = a.  

Considérons alors l a n c t i o n n e l l e  

z = hf. ha, P .sj a = A alors P sinon tête(%). f(queue(a), P) &i 

son point fixe p(r) (a, P) est la concaténation de r et P que nous noterons a * P. 
Montrons que cette opération est associative, c'est-à-dire que : 

Remarque 1 : Avant de poursuivre, le lecteur est invité à chercher la propriété 
sur laquelle portera l'induction. O 

Remarque 2 : Vérifions que (a. cl) * P = a .  (a * P). 
En effet ( a . a ) * p = s j a . a = A a l o r s  B sinon tête(a.a).(=(a.r)*P)fij 

= a . ( r  * p) , O 
La propriété P(f) est f(a, P) * y = f(a,  P * y) . 
En effet, P(Q) est R(a, p) * y = n(a,  p * y). 
Et les deux membres de l'équation sont également indéfinis. 
Montrons que P(f) * P(z(f)). 
Par définition de r : 

~ ( f )  (a. p * y) = A cl = A alors p * y sinon tête(r).f(queue(r), P * y) &i 
= - si cl = A alors p * y sinon tête(%). f(queue(a), P) * y] fsi - 

par hypothèse de récurrence 

= - si a = A alors P * y sinon[tête(a). f(queue(r), P)] * y - fsi 
d'après la remarque 2 

= [z(f) (a, p)] * y . C.Q.F.D. 

On constate sur cet exemple que le choix de la propriété P est fondamental 
et qu'il ne peut en général être automatisé. 

4 . 3  Règle d'induction structurelle 

a) Notion d'ensemble bien fondé 

Exemple 13 : Retour sur l'associativité de la concaténation. 

Démontrons maintenant la propriété a * (P * y) = ( r  * P) * y précé- 
dente par récurrence sur r .  

S i a = A ,  a * ( P * y ) =  P * y =  ( r * P ) * y  
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Si r = a .  r '  alors 

ci * (p * y) = a.rxl* (p * y) 

= a.(a '  * (fi * y)) par définition 

= a.((%' * p) * y) par hypothèse de récurrence 

= (a. (a' * p)) * y par définition 

= ((a.al) * p) * y par définition 
= ( r x * p ) * y .  

Cette méthode de preuve s'avère ici plus simple que la précédente ; il ne 
s'agit cependant pas d'un phénomène général. O 

Dans l'exemple précédent, la récurrence sur a >) est basée sur l'ordre : 
a < B si a est facteur droit de p (en effet a 6 a .  a pour tout a, a). 

Cet ordre possède la propriété d'être bien fondé au sens de la définition 
suivante : 

Définition 7 

Une relation d'ordre sur un ensemble E est bien fondée si toute chaîne 
décroissante de E est stationnaire. O 

b) Enoncé de lu règle d'iizductiorr structurelle 

Soient (D, <) un ensemble muni d'une relation d'ordre bien fondée, 
P une propriété sur D. 
Si pour tout a E D (P(b) pour tout b < a) 3 P(a) 

Alors pour tout a E D, P(a) est vrai. 

( < désigne la relation d'ordre stricte induite par 6 ) .  

c)  Applicutiorz 

Vérifions que le plus petit point fixe de la fonctionnelle 

t = hf.hx.sJx > 1 0 0 W x  - 1 0 h f ( f ( x  + 11))- 

est bien la fonction f,, définie dans l'exemple 9. 
L'ordre choisi est y 4 x 9 x < y 6 101. On constate en effet expérimen- 

talement que le calcul du plus petit point fixe en 91 par exemple implique ce 
calcul en 92, 93. 

Supposons alors que pour tout y tel que y < x on ait p(t) (y) = fgl(y) 
et montrons que p(t) (x) = f,,(x) : 

Si x > 100 c'est immédiat 



et puisque x + 1 < x on en déduit 

AT) ( 4  = ~ ( 7 )  (x + 1) = f, ,(x + 1) = f, , (x) 

- Si x < 90, y(7) (x) = y(t) ( y ( ~ )  (X + 11)) 

= p(r) (f, ,(x) + 11)) puisque x + 11 < x 

mais f9 ~ ( x  + 11) = 91 et p(r) (91) = 91 puisque 9 1 < x 

donc y(r) (x) = y(z) (91) = 91 = f,,(x) . C.Q.F.D. 

Comparons cette preuve avec une preuve utilisant la règle de Scott. On a 
déjà montré, en utilisant la règle de Park que p(t) L f,,. Pour montrer l'inclu- 
sion inverse, notons que f,, est le plus petit point fixe de la fonctionnelle : 

En posant g = y(r) il nous faut vérifier que g est plus défini que y(o). 
Soit encore, en utilisant la règle de Park que 

Or o(g) = À x . ~ x  > 100-x - 1 0 b g ( x  + 1)fsi 
et r(g) = hx.Ax > 100-x - 1 0 h g ( g ( x  + 11))- 
Ainsi o(g) L ~ ( g )  est vérifié si l'on peut prouver que 

Pour cela appliquons la règle de Scott à la double propriété suivante 

P(S1) est immédiat. 
SupposonsP(f)et prouvons z(f) 5 hx.g(g(x + 10)) t ( f )  C g. 
Par hypothèse de récurrence : f C g 

donc ~ ( f )  C z(g) par monotonie de T 

ainsi (1) ~ ( f )  L g car g = 

ce qui prouve la deuxième partie de P(z(f)). 
Pour démontrer que r(f) est moins définie que hx. g(g(x + 10)) commençons 

par expliciter g(g(x + 10)). 

( 2 )  g(g(x + 10)) = A  x + 10 > 100 alors g(x) sinon g(g(g(x + 10 + 1 1))) &i . 

Effectuons alors un raisonnement par cas 

x + 10 > 100, on tire alors immédiatement de (1) et (3) que 

x + 10 6 100, des hypothèses de récurrence : 
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f ' g  
et hx .f(x t 11) L Lx. g(g(x + 21)) 

on tire hx .f(f(x + 11)) C hx .g(g(g(x + 21))) 

et donc avec (7)  : t ( f )  C Lx. g(g(x + 10)) . 
Ainsi, d'après la règle d'induction de Scott, p(r) = g est moins définie 

que hx.g(g(x + 10)) et donc g est plus défini que p(o). C.Q.F.D. 

4 . 4  Conclusion 

Deux règles se révèlent particulièrement puissantes : 

a) La règle de Scott, malgré son apparente simplicité, permet à notre 
connaissance de prouver toutes les propriétés effectivement démontrables. 
En particulier, notons que la théorie du point fixe permet d'axiomatiser les 
structures de données, récursives ou non, et que la règle de Scott est ainsi un 
outil de preuves sur les données. Celui-ci est effectivement réalisé dans le 
système LCF de MILNER. 

La principale difficulté dans l'application de la règle, commune à toutes les 
règles de récurrence, résulte du fait que pour prouver une propriété Po, il faut, 
en général démontrer, par récurrence, une propriété P beaucoup plus forte 
que Po. L'exercice suivant illustre bien cette difficulté. 

Exercice 33 

Soient r , ,  r, deux fonctionnelles vérifiant les propriétés 

r,(Q) = r,(Q) et r i  7, = r, r ,  pour un entier i 3 1. 

Vérifier que p(ri) = p(r2) en appliquant : 

i) la règle d'induction par troncation, 
ii) la règle de Scott. 

b) La règle d'induction structurelle dépasse le cadre de la théorie du point 
fixe. 11 s'agit de vérifier une propriété P sur un domaine D et P peut être abso- 
lument quelconque. On utilisera d'ailleurs au chapitre 4 cette règle pour 
effectuer des preuves de terminaison de programmes. L'usage de cette règle 
dans des systèmes automatiques de preuves se révèle assez difficile. 

Notons enfin que l'on peut prouver certaines propriétés en utilisant la règle 
de Scott sans qu'on puisse le faire en utilisant uniquement la règle de Park. 

5 CONCLUSION ET COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES 

Ce chapitre s'est attaché à deux objectifs. 

a) Oégager les notions de problème et d'énoncé. Poser un problème revient 
à définir de nouveaux accès à partir d'accès primitifs. Il existe une grande 
variété de langages permettant d'énoncer un problème. On trouvera dans les 



ouvrages de SHOENFIELD [SHO, 671 et de MANNA [MAN, 741 de bonnes 
présentations du calcul des prédicats. Nous avons pris le parti de présenter 
de façon plus approfondie les énoncés récursifs qui ont fait l'objet de nombreux 
travaux. A ce sujet on pourra se reporter a un article synthétique de MANNA. 
NESS et VUILLEMIN [MAN, 731. 

b) Le deuxième objectif, très lié au premier, consiste en la présentation de 
la théorie du point fixe. Celle-ci, connue depuis longtemps en mathématiques 
(méthode des approximations successives en analyse), après avoir été utilisée 
en logique [KLE, 711 et en théorie des langages [CHO, 691 a pris un essor en 
sémantique des programmes à la suite des travaux de SCOTT [SCO, 691. Outre 
le livre de MANNA déjà cité [MAN, 741, on pourra consulter un article de 
SCOTT [SCO, 771. Cette théorie est utilisée a de multiples reprises dans la 
suite de cet ouvrage : au chapitre 3 lors de l'étude des schémas récursifs (5 4) 
et du calcul relationnel (5 5), au chapitre 4 pour la justification des méthodes 
de preuves de programmes (6 5 ,  5 6), et enfin comme outil de définition de la 
sémantique d'un langage de programmation au chapitre 5.  

A l'intérieur même de ce chapitre nous avons utilisé cette théorie du point 
fixe comme support de techniques de preuves. On pourra lire à ce propos 
l'article de PARK F A R ,  701 concernant la règle d'induction portant son 
nom et celui de BURSTALL [BUR, 691. 

Terminons en présentant brièvement les relations entre ce chapitre et les 
suivants : le chapitre 3 étudie diverses classes d'algorithmes en fonction de 
structures de contrôles permises. De même que ce chapitre 3 s'est particulière- 
ment intéressé aux énoncés récursifs, le paragraphe 4 du chapitre 3 étudie 
spécialement les schémas de programmes récursifs. Il se trouve que le passage 
de l'énoncé au programme est dans ce cas plus facile mais que la technique 
de calcul est plus compliquée. Dans le cas général, il est nécessaire de montrer 
qu'un algorithme calcule effectivement les accès spécifiés par un problème ; 
en d'autres termes, qu'un algorithme est correct par rapport à un énoncé. 
C'est l'objet du chapitre 4 de développer des méthodes de preuves de correction. 

6 SOLUTION DES EXERCICES 

Exercice 1 

a) L'énoncé du problème peut être : 

Etant donné un tableau t[l : n] trouver un tableau t f [ l  : n] équivalent à 
t[l : n] et qui soit trié. 

Si elles ne font pas partie du contexte il faut expliciter les deux propriétés 
équivalent » et trié » : 

- t[l : n] équivalent à tl[l : n] est une abréviation de : 

(30) (0 : [l  : n] + [l  : n] - et o bijective - et (Vi E [ l  : n]) 
(t(0 = t1(o(i)>>) ; 
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- t[l : n] trié est une abréviation de : 

(Vi E [l  : n - 11) (t[i] ,< t[i i- 11). 

b) Enoncé : Etant donné deux tableaux triés t[l : n] et tr[l  : pl trouver un 
tableau t"[l : q] qui soit trié et équivalent à la concaténation de t[l : n] et 
t'[l :pl .  

La seule nouvelle propriété à définir est « concaténation B. 
- t"[l : k] est la concaténation de t[l : n] et t'[l : pl est une abréviation 

de : 

k = n + p - et (Vi E [l  : n]) (t" [il = t[i]) g (Vi E [n + 1 : k]) (tU(i) = t'(i - n))) . 

Exercice 2 

Remarquons tout d'abord que q(m, 1) = 1 pour tout m 3 O : C'est vrai 
pour m = 0. 

Si m > O, q(m, 1) = q(m, O) + q(m - 1, 1) 
= O + 1 par définition de q et hypothèse de récurrence. 

Alors q(5,3) = q(5,2) + q(2,3) car 5 3 3 
= (q(5, 1) + q(3,2)) + q(2,3) car 5 >, 2 
= l  + ( q ( 3 , 1 ) + q ( 1 , 2 ) ) + q ( 2 , 3 )  c a r 3 3 2  
= 1 + 1 + q( l ,  1) + q(2,2) puisque 1 < 2 et 2 < 3 
= 2 + 1 + q(2, 1) + q(O,2) puisque 2 3 2 
= 3 + 1 + 1 = 5 .  

Plus précisément, les cinq partitions de 5 en au plus 3 sommants sont : 

Exercice 3 

a) Montrons pal- récurrence sur x - y. avec x y. que 

Si x = y. g(y. y) * fact(y) = fact(y) pas définition de g. 
Si x > y supposons que g(xl, y') * fact(yl) = fact(xl) pour tout (x', y') 

tel que x' - y' < x - y. Alors : 

g(x. y) * fact(y) = g(x. y + 1) * (y + 1) * fact(y) par définition de g 

= g(x. y + 1) * fact(y + 1) pas définition de fact 

= fact(x) puisque x - (y + 1) < x - y 

on en déduit que g(x, O) = fact(x) pour tout entier x 

b) Remarquons que si x < y la définition récursive ne permet pas de 
calculer g(x, y). En effet : 
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On pourrait, pour y > x + 1, « retourner )) la définition et écrire : 

1 1 
g(x3 Y) = - g(x, Y - 1) = g ( ~ ,  y - 2 )  = ... = 

Y Y * (Y - 1) 

mais alors g(x, x + 1) et laissé complètement indéterminé. 
La seule solution, dans l'ensemble des applications de N dans N est 

g(x, y) = x < y alors O sinon fact(x)/fact(y) &i 

mais une telle solution n'est pas calculable par substitutions. 

Exercice 4 

Si n = O, il n'y a rien à déplacer : hanoï (O, i, j) = A (liste vide). 
Si n > 0, déplacer n disques de i vers j consiste simplement à : 
- déplacer n - 1 disques de i vers le troisième pieu (noté troisième(i, j)) 

« libérant » ainsi le disque n, 
- déplacer le disque n de i vers j, 
- déplacer les n - 1 disques de troisième(i, j) vers j. 
Ainsi donc : 

hanoï(n, i, j) = n = O alors A 
sinon hanoï(n - 1 ,  i, troisième(i, j)). (n, i, j). 

hanoï(n - 1, troisième(i, j), j) &i 

notons que troisième(i, j) = 6 - i - j si les pieux sont numérotés 1, 2 et 3. 

Exercice 5 

- g est solution : 

- h est solution : 

s ix=y,  h(x, y ) = x + l = y + l  

s i x < y + l , h ( x , h ( x - l , y + l ) )  = h(x ,y+l -1)  car x - l < y + l  

= Mx, Y) 
s i x > y + l ,  h(x, h(x-1, y + l ) )  = h(x, x-1+1) puisque x - 1 3 y + 1  

= x + l  puisque x >,x 

= h(x, Y) puisque x 3 y. C.Q.F.D. 
Exercice 6 

a) S ix  = y,f(x,y)  = x + 1 = y  + 1. 
S i x > y - x - y p a i r , x - 1  3 y  + 1 - x - y  -2pa i rdonc  



Problèmes récursifs et théorie du point$xe [§ 61 3 7 

Six<y-x-y impair, x - 1 < y + 1  e x - 1  - ( y + l )  impair donc 

f ( x - l , y + l )  estindéfiniainsique f ( x , f ( x - l , y + l ) ) .  

b) Si x $ y 5 x -y pair, f (x, y) = x + 1 = g(x, y) = h(x. y) dans les autres 
cas f n'est pas définie. donc 

c) cf. paragraphe 2 .3 .  

Exercice 7 

Soit X une partie totalement ordonnée de F (E ,  F) et posons, pour tout x 
de E, f(x) = y si et seulement s'il existe g dans X tel que g(x) = y. On vérifie 
aisément que f est bien définie et que f est la borne supérieure de X. 

Soit X une partie non vide de B(E ,  F). Posons pour tout x de E, f(x) = y 
si et seulement si g(x) = y pour tout g de X. On vérifie que g est borne inférieure 
de X. 

Exercice 8 
- Soit f continue. Si x < y considérons la chaïne x, = x et xi = y 

pour tout i > O. Alors sup xi = y et par hypothèse sur f : 
i 

f(x,) 6 sup f(xi) = f(y) donc f est croissante 
i 

- Si f et g sont continues, 

ce qui prouve la continuité de f O g. 

Exercice 9 

Si x E X alors x 6 sup X et si f est croissante alors f(x) C f(sup )o. 
Par conséquent f(sup X) est un majorant de f(X), donc 

sup f (X) C f (sup X) . 

Exercice 10 

a) Dans l'ensemble ordonné (figure 3) la partie { a,  b, c } n'a pas de maxi- 

Figure 3 Exemple d'ensemble ordonné. c 
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inum, a deux majorants d et e, mais n'a pas de borne supérieure la nartie 
{ d. e ) n'a pas de majorant. 

b) Dans l'ensemble des parties finies de N ,  ordonné par inclusion. la partie 
constituée de tous les singletons n'a pas de majorant, donc pas de borne supé- 
rieure et pas de maximum. 

E-xercice 1 1  

a est majorant de A si x E A * x d a ; si l'on remplace A par $3. la propo- 
sition x E étant fausse pour tout x l'implication est toujours vraie, par 
conséquent tout élément de E est majorant de @ ; donc la borne supérieure 
de ou minimum des majorants de @ est le plus petit élément de E. 

Exercice 13 

Seul i) == ii) présente de l'intérêt. 
Si toute paire admet une borne supérieure toute partie finie admet une 

borne supérieure. 
Soit A = { a,, a,, ..., a,. ... ) une partie dénombrable soit x, = a, 

x, = sup { a,. a,  ) 

X, = SUP { a,, .. ., a, ) 

Les xn forment une chaîne, cette chaîne admet une borne supérieure qui 
est aussi la borne supérieure de A, en effet x est majorant de A et si a est un 
autre majorant de A, pour chaque n on a xn < a donc x 6 a. 

Exercice 13 

3) f : [O. 11 -+ [O, 11 définie par : 

f(x) = " < < alors O sinon 1 
2- - 

f est croissante mais non continue puisque 

sup f(; - i) = O < f(;m? (i - :)) = I . 
n e  % 

En revanche g : [0,1] + [O, 11 définie par 

1 
g(x) = S_i x < - alors O sinon 1 

2- - 
est continue au sens des ensembles inductifs bien qu'elle ne le soit pas au sens 
de la continuité habituelle. 

On se persuadera facilement que les fonctions croissantes f : [O, 1 ] + [O, 11 
qui sont continues pour la structure d'ordre habituelle de W sont exactement 
les fonctions croissantes continues à gauche au sens de l'analyse. 

4) a) Montrons la contraposée de la proposition : 

=> (3k E N) ('di 3 k) x, 6 x, < sup x, = x, ( n 

=> (3k E N) (Vi > k) (x, = x,). 
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b) Soit (x,) une chaîne non stationnaire de E et a = sup x,. Considérons 
n 

dans F deux éléments m et M tels que m < M et définissons f par : 

Il est immédiat que f est croissante. D'autre part f(xn) = m et donc 
, 

sup f(xn) = m < f(sup x,) = M . 
( n  1 

c'est-à-dire que f n'est pas continue. 

Exercice 14 

1 )  a)  est ouvert en effet les propositions 

« x e - et x S y » et « sup xn E @ » 
n 

sont fausses donc les implications correspondantes sont vraies ; E est un 
ouvert de façon triviale. 

b) Si ,, est une famille d'ouverts on a : 

( ( 3 i ~ I )  y E 6,) 3 y E U I r ,  
1 e l  

(x,) est une chaîne et sup X, E U C', implique qu'il existe i E 1 tel que 
n i 1 

sup xn E Cr, et donc (x, 1 n E N ) r\ Ir, # 0. 
n 

Finalement on a { x, l n E N ) n U 6 i  # % . 
is1 

c) si Oi est une famille finie d'ouverts 

X E  n 6, et x d y + ( V ~ E I ) X E C ' , & X  < y  
1 e 1 

= ( V i ~ I ) y ~ f i , 3 y ~  n C',. 
I E I  

Si { x, ( n E N } est une chaîne et si sup xn 6 0 ,  alors pour chaque i 

il existe ni tel que k 3 ni implique x, E 6, ,  si l'on prend n = max(n,) 
k 2 n implique x, E n 6,. 

I E I  

2 )  Remarquons que : x 6 y si et seulement si y appartient a chaque oukert 
contenant x. 

L'une des implications est évidente : pour l'autre si x 4 y alors 

U = { z ~ E J z 4 y }  

est un ouvert tel que x E U et y # U. 
- Si f est topologiquement continue, f est croissante. 
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En effet, soit x d y et U un ouvert quelconque contenant f(x) alors f-'(U) 
contient x, est ouvert, donc contient y, ainsi f(y) E U et f(x) < f(y). 

Soit f une fonction topologiquement x, n E N } une chaîne 
et U un ouvert quelconque contenant , f- '(U) est un ouvert 

qui contient sup x, donc l'un des x, de la'chaînd f(x,) appartient à U et 
n 

sup fD,) aussi, ainsi sup f(x,) appartient à tout ouvert contenant 

f sup x, donc f sup x, 6 sup f(x,) > > 
Comme f est croissante on a (exercice 9) 

n 

d'où le résultat : 
- Si f est continue au sens des chaînes et si U est un ouvert de F : 

x E f - ' (U) et x 6 y implique y E f -'(U) car f est croissante. Si 
( x, n E N } est une chaîne telle que sup (x, E f-'(U)) c'est-à-dire 

alors il existe x, tel que f(x,) E U c'est-à-dire x, E f-'(U). 

Exercice 15 

Soit X = (X,),,, une famille non vide de parties de A*. X admet pour 
borne supérieure Y = U X,. En effet pour tout i E 1, X1 c Y et si 

1 E 1 

X, est inclus dans Z pour tout i E 1 il en est de même de Y. La partie vide @ 
étant un élément minimum deLZ(A) on en déduit que cet ensemble est inductif. 

Soit U(Xl , . . ., X,) une expression régulière sur A. Vérifions par récur- 
rence sur la longueur de U que LX,, ..., X,. U(Xl, ..., X,) est continue. 

i) Si / U  I = l , U = a e A  ou U = X l  ( I U  1 désigne la longueur de U) 
ii) Si 1 U / > 1 on peut distinguer trois cas 

11 suffit donc de vérifier que les applications 

hXl,  X, .XI u X, , LX,, X,. (X, .X,) et hX.X:" sont continues 

Démontrons cette propriété pour la première application; compte tenu 
de la caractérisation des bornes supérieures dans LZ(A) mise en évidence 
ci-dessus il suffit de prouver : 

U (X, u Y,) = ce qui est immédiat. 
n.m 
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Exercice 16 

1) b) - Soit f une application continue au sens de l'analyse et soit (In), , , 
une chaîne de Int(1,). Par définition In 2 I n + ,  pour tout n 3 0, donc 
n 1, contient nécessairement un point a et l'on peut ainsi se ramener au 

n B O 

cas où les intervalles sont de la forme [a, b,] ou [a, + cc[ avec a fixé. 
Si 1, = [a, + CO[ pour tout n 3 O ?  

n 1, = [a: + CC[ . 
n BO 

Si par contre il existe no tel que In = [a, b,] pour n > no, dans ce cas 
( 1  = I n )  De plus la suite (b,),, , est décroissante, minorée donc converge 
vers un nombre b. Alors : 

f (1,) de manière évidente . 

- Soit f([a, b]) = [c, dl ; pour tout E > O il existe q > O tel que 

En utilisant la convergence de (b,) il existe d'autre part n, E kS tel que 

n 3 n, +- [a, bnl c [a, b + ql 
et donc n 3 n, => f([a, b,]) c [c - E ,  d + E] 

ainsi n f(1,) c [c - E :  d + E ]  pour tout E > O 
n B O  

donc n f(In) c [c, dl = f 
n b O  

- Soit maintenant f une application continue au sens des chaînes et x 

un point de IO. Considérons la chaîne In = 

Ainsi, pour tout E > O, il existe no tel que 

ce qui prouve la continuité de f. 

2 )  a) Soit x, E 1, A = f(x,) - x, 1/(1 - k) 

et 1, = 1 n [x, - A, x, + A] 

p o u r x ~ I , ,  jf(x) - f(x,) 1 < k l x  - x, / 
O r ( f (x )  - x, 1 d 1 f(x) - f(x0) / + (f(x0) - x, 1 
donc If(x) - x0 1 d f ( x , )  - x0 / + k l x  - x O  1 
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soit encore 1 f(x) - x, / d A[(1 - k) + k] = A 

ainsi f(x) E 1,. 

b) Puisque Int(1,) est inductif et que fest continue. f admet un plus petit 
point fixe. Il existe donc [a, b] tel que 

f([a, bl) = f([a, bl) = [a, bl . 
Supposons a # b et soit c, d E [a, b] tels que f(ç) = a, f(d) = b alors 
i a - b 1 = 1 f(c) - f(d) 1 < k 1 c - d 1 d k a - b ce qui est absurde si 
k < 1. 

{ a ) est l'unique point fixe de f : { a ) est maximal dans Int(1,) ; donc a 
est aussi l'unique point fixe de f. 

Exercice 17 

a) Il faut montrer que toute partie Y de X admet une borne supérieure. 
Appelons Y '  l'ensemble des majorants de Y. Par hypothèse Y' a une borne 
inférieure qui est, par définition, la borne supérieure de Y. 

b) Soit f : X -+ X croissante, 

Alors, pour tout x de Y on a y d x et donc f(y) d f(x) 6 x puisque f est 
croissante. Ainsi f(y) est un minorant de Y, donc f(y) d y. Mais on tire 
de cette inégalité : f(f(y)) d f(y) qui équivaut à : f(y) E Y. Comme 
par hypothèse y est la borne inférieure de Y : y a f(y). Finalement on 
obtient y = f(y) qui est un point fixe de f. 

c) D'après l'exercice 13 il est nécessaire de choisir des exemples de treillis 
complets infinis. Prenons le plus simple d'entre eux N u { co } avec la 
relation : (Vn E N) (n < CO). Alors la fonction f : N u { cc } -t N u { x } 
définie par f(x) = x = rx; alors ic sinon O & est trivialement croissante 
et non continue. 

Exercice 18 

La solution de cet exercice nécessite quelques connaissances de théorie des 
ensembles que l'on peut trouver dans [KRI.  671. 

Montrons par récurrence sur r que x, d x, + , . 
-- Pour r = O c'est immédiat. 
- Si r = CI' + 1, x, = f(x,,) d f(x,., i )  = x,+ puisque f est croissante. 
- Si r est un ordinal limite, 

x, = sup x, d sup x,+ , = sup f(x,) 
Y < 3 .{ < 9 .{ < z 

Plus généralement on prouve que Y 6 P x, < xp. 
Considérons la relation R(y, Y) o y = x,. Si pour tous ordinaux x ,  P 

on a rl < 3 x, < xp cette relation est fonctionnelle. Mais d'après le 
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schéma de remplacement (ou de substitution) on en déduit alors que la collec- 
tion des ordinaux est un ensemble ce qui est faux. Ainsi il existe deux ordinaux a 
et p tels que x, = xa et ci < p. Comme r < ci + 1 6 p on en déduit 
x, = x,,, = xp: c'est-à-dire f(x,) = x ,  x, est donc un point fixe de f. 
Montrons que c est le plus petit en prouvant que 

(Vx) (f(x) = x =+ (Va) (x, < 4 ) )  

par récurrence sur a 

- Si a est non limite, ci = a '  + 1 et 

- Si a est limite, a = sup y et par hypothèse de récurrence on a 
'/<3 

x i d x  pourtout y < % .  Donc x , = s u p x , d x .  C.Q.F.D. 
y < c I  

Exercice 19 

a) Soit Y = { x g(x) = x ) .  Y est non vide et la restriction à Y de la 
relation d donne à Y une structure d'espace inductif (le lecteur est invité 
à détailler cette démonstration). 

Montrons que x E Y +- f(x) E Y. 
En effet 

x € Y o g(x) = x * f 0 g(x) = f(x) =1 g 0 f(x) = f(x) o f(x) E Y. 

Donc f/Y (f resteint à Y) admet un plus petit point fixe noté p(f, g) qui de 
façon évidente est le plus petit point fixe commun à f et g. 

Expression de ce plus petit point fixe : 
Le plus petit élément de Y est sup g n ( l )  d'après le théorème 1. 

n s h  

Et donc, toujours d'après ce théorème : 

Comme f et g sont continues y(f, g) peut encore s'écrire : 

y(f, g) = sup sup f" 0 grn(i)  . 
n s k  rnePu 

b) Pas nécessairement ; considérons l'ensemble X schématisé par la figure 4 

I Figure 4. 



et les fonctions f ;  g définies par : 

De façon évidente f et g sont croissantes et on a 

d'où f o g = g o  f et cette fonction est la fonction constante T. Dans ce cas 

c) Oui aux deux questions. En effet fn  o g m ( l )  ,< fk  o g k ( l )  avec k = sup(n, m) 
et comme f et g commutent fk  O gk = (f O g)k. 

Ainsi 

~ ( f  g) = sup (f 0 g ) k ( i )  = sup fk 0 g k ( l )  = sup sup f" 0 g m ( l )  = p(f, g) 
ksmi k s N  n s N  1 m s V  

Exercice 20 

Pour tout n 1, f " ( i )  = g n ( l )  : 

- Pour n = 1 c'est vrai. 
- Supposons f n  '(1) = gn- '(1) alors 

ainsi p(f) = sup f n ( l )  = sup g n ( l )  = p(g). 
n B  O n B O  

Exercice 21 

On introduit la propriété plus forte : 

- @(R, R) est immédiat. 
- Prouvons maintenant que @(f, g) implique @ ( ~ ~ ( f ) ,  ~ ~ ( g ) ) .  
Supposons donc 

(1) vx, Y f(x, Y) = g(x, Y) 

(2) Vx, Y h(g(x, Y)) = g(x, MY)) 

alors : 
r ,(f)  (x, y) = a p(x) alors y sinon h(f(k(x), y)) fsi 

= - si p(x) alors y sinon h(g(k(x), y)) & d'après (1) 

= p(x) alors y sinon g(k(x), h(y) fsi d'après (2) 

= 72(g) (x, Y) 
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et d'autre part : 

= - si p(x) alors h(y) sinon g(k(x), h2(y)) -d'après (2) 

ce qui termine la preuve de O. En utilisant la règle de Scott on en tire 
O(~(T,) ,  ~(7,))  dont on déduit ~ ( 7 , )  = ~(7,) .  C.Q.F.D. 

Remarquons que la propriété h(g(x, y)) = g(x, h(y)) est indépendante de 7,. 

Exercice 22 
i) Par troncation : 
Montrons par récurrence que ,",Cl) = - c ~ " + ~ ~ + ~ ~ ~  +in-'(*). 

- Pour n = 1 on obtient ,,(a) = ,,(Cl) ce qui est l'hypothèse. 
- Si l'égalité est vérifiée pour n 2 1 quelconque : 

,;+,(a) = , l + i + . . . + i n - '  
2 1 (R) par hypothèse de récurrence 

,;+,(a) = z l f i 2 + . . . + i " s 2 ( ~ )  , , ,k , - - tik Z~ pour tout k 3 1 
1 + i + i 2 + . . . + i n  = T l  (R) car 7, (R) = z2(R) . 

On déduit de cette propriété : 

u = U UXQ) et donc p(z,) = p ( ~ ~ )  . 
n a 0  n B O  

ii) Par induction de Scott : 

- ~ ( 7 , )  C p(~ , ) .  Pour prouver cette inégalité il suffit de montrer par 
induction de Park que z,(p(z,)) C p(7,). 

Pour cela considérons l'assertion z2(f) C ~ ( 7 , )  : 

72(0> = .tl(Q) C ~(71) .  
Si z,(f) L y(,,) alors .c2(z1(f)) = t;(~,(f)) 

donc 72(~1(f)) C t;(p(tl)) 
ainsi T ~ ( T , ( ~ ) )  ~ ( 7 , ) .  

On en déduit bien que t,(p(z,)) C p(z,). C.Q.F.D. 
- ~ ( 7 , )  C ~(7,) .  Pour prouver cette deuxième inégalité introduisons 

l'assertion O(f) : 

il est bien clair que O(y(.rl)) implique l'inégalité cherchée. Pour prouver cette 
assertion utilisons l'induction de Scott : 

O(R) est évident. 
Supposons @(f) alors : 

f L ~ l - ' ( f )  => z,(f) C .r:-l(~,(f)) car 7, est croissante 
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d'autre part r : ( f ) ' ~  ~ ; f  '(f) d'après (1) et la croissance de T,  - 

C T; ~ , ( f )  d'après (2) 
C T~ ~ ~ ( f )  par hypothèse 

enfin c,(f) L ~ , ( f )  d'après (2) 
C ~,(P(T,)) d'après (3) 

p .  C.Q.F.D. 



CHAPITRE 3 

Schémas de programme 

Le chapitre précédent a traité des méthodes de définition des problèmes. 
La résolution des problèmes, ainsi définie, conduit à des programmes qui 
vont exécuter un calcul et parfois donner un résultat. Ce sont ces notions qui 
vont être développées maintenant. 

Dans le chapitre précédent, pour poser les problèmes, nous nous sommes 
intéressés à la signification des fonctions ; or lorsqu'on étudie un programme 
ou une classe de programmes, un certain nombre de propriétés ne sont pas liées 
a cette signification, mais seulement à l'ordre des instructions ; les objectifs à 
atteindre sont des théorèmes généraux indépendants de la structure parti- 
culière du domaine sur lequel on travaille (réels, listes, chaînes de caractères, . . .). 
Nous allons donc nous intéresser a l'ordre dans lequel s'effectuent les opé- 
rations, autrement dit, à la partie contrôle du programme. Nous obtiendrons 
des résultats sur la terminaison, l'isologie (propriété de deux programmes qui 
calculent la même chose) et les transformations de programmes. Beaucoup 
d'auteurs considèrent cette approche comme syntaxique, celle des chapitres 2 
et 4 étant considérée comme sémantique. 

Signalons que beaucoup de résultats sont des résultats d'indécidabilité 
(6 2.7) du genre : « Il n'y a pas d'algorithme pour prouver qu'une telle classe 
de programmes se termine ». Un autre ensemble de propriétés concerne la 
puissance ou l'efficacité d'une famille de schémas par rapport à une autre 
avec des résultats disant : (( Telle famille de schémas est strictement moins 
puissante que telle autre D. 

1 SCHÉMAS FONCTIONNELS 

1 . 1  Présentation 

La technique d'écriture, la plus classique, d'une fonction composée consiste, 
comme nous l'avons appris dans l'enseignement secondaire, a utiliser un 
système de parenthèses, de virgules et de symboles de fonctions et de variables. 

Une deuxième technique est d'utiliser une représentation arborescente, 
comme sur la figure 1. 
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Figure 1 Redrésentation arborescente du schéma fonctionnel 

f(g(x, f ( x ,  Y ) ,  Y )  h(g(x, x, Y ) )  . 

Une troisième technique est de supprimer les parenthèses. Connaissant 
l'arité ar de chaque fonction, c'est-à-dire le nombre de paramètres qu'elle 
admet, on peut reconstituer l'écriture avec parenthèses et virgules automa- 
tiquement, si ce n'est sans difficulté. Par exemple la fonction de la figure 1 
s'écrit fgxfxyyhgxxy où l'on sait que l'arité des fonctions est : 

Exercice 1 

Ecrire un algorithme qui rétablit les parenthèses et les virgules pour des 
schémas fonctionnels d'arité connue et sans parenthèse. • 

1 . 2  Définition formelle de la première approche 

Soient F = U Un un ensemble de symboles de fonctions et ar une appli- 
n G R  

cation donnant l'arité de chaque symbole ; Fn est l'ensemble des symboles 
d'arité n. Soit X un ensemble de symboles de variables. 

L'ensemble des schémas fonctionnels sur F et !Z noté sch(F, X) est la 
plus petite solution de l'équation à point fixe, d'inconnue X : 

x = X u 97, u lJ F n ( X ,  .., X) . 
n a 1  U 

n fois 

Remarquons que si a r ( n  = O, alors f E sch(9 ,  X )  ; ces symboles d'arité 
nulle représentent les constantes. 
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Exercice 2 

1) Dans chacun des cas suivants, écrire quelques schémas de sch(.F, %). 
a) 9 = { f }, ar(f) = 1, !E = { x }. 

b) F = { f , g } ,  ar(f) = ar(g) = 1 ,% = { x ) .  

c) 9 = { f }, ar(f) = 2, X = { x i   EN }. 

d) F = { f , g } , a r ( f )  = 2, ar(g) = 1, fi? = { X , Y  1. 
e) 9 = { A g } ,  ar(f) = 2, ar(g) = 1, % = @. 
f) F = { f , g } ,  ar(f) = 2, ar(g) = 0, 35 = @. 

2) Dessiner les arborescences associées. 

1 . 3  Commentaires 

Cette technique d'écriture permet de faire la différence entre la structure 
interne d'une fonction (aspect syntaxique) et les valeurs particulières de cette 
fonction (aspect sémantique), mais il s'agit d'un processus figé, indépendant 
des dites valeurs des variables. Il manque dans la description un moyen de 
contrôle opérant des choix de calcul, aussi est-elle impropre à rendre compte 
des calculs en général et ne peut décrire que les problèmes les plus simples où 
aucune variante n'est possible à l'exécution. 

Par exemple, possédant la multiplication m d'arité 2, on décrit la fonction 
x + x2 par le schéma : m(x, x). Mais si l'on ne veut utiliser que l'addition, 
un schéma fonctionnel unique ne peut pas décrire l'application x -, x2.  

1 . 4  Interprétations 

Soit D un ensemble non vide. Supposons que % = { x,, ..., x, ). Pour 
définir une interprétation, il faut d'abord se donner une interprétation des 
symboles fonctionnels : c'est une application 1, qui, à f d'arité k, fait corres- 
pondre une application Io[ f ]  de Dk vers D. L'interprétation 1 induite par 1, 
est une application de sch(F, %) vers l'ensemble Dn + D des applications de 
Dn vers D telles que : 

I[xi] est la i-ième projection 

et I[f(a,, ..., a,)] = Idfl  (I[all, ..., IL%]) . 

autrement dit : 

I[xi] (al, . . . , an) = ai 

et I [f  (al, . . . , (al, . . . , an) = I,[fl (I[a,l (a,, . . . , a,), . . . , I[akl (a,, . . . , a,)) . 
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Exercice 3 

Calculer l'interprétation du schéma fonctionnel de la figure 1 en prenant 

D = N ;  

I , [ f l  = hx,y.x + y ;  

I,[g] = hx, y, z.x + 2 - y * z , 
I,[h] = hx.5 * x .  

2 SCHÉMAS DE PROGRAMME AVEC BRANCHEMENTS 

2 .1  Définition d'un schéma de programme 

Un schéma de programme est un objet purement syntaxique. Si on attribue 
une signification aux symboles, un schéma de programmes devient un pro- 
gramme. Les symboles élémentaires utilisés pour décrire les schémas de pro- 
grammes avec branchement sont les suivants : 

1) Des noms de variables formant un ensemble !E = { x l ,  . . . , xn  }. 
2)  Des noms de fonctions formant un ensemble 9 = { A g,  . . . }. 
3) Des noms de prédicats formant un ensemble 9 = { p, q, . . . ) . 
4 )  Un symbole := représentant l'affectation. 
5) STOP notant l'arrêt. 
6 )  Les entiers naturels { 1, 2,  . .. ) pour numéroter les instructions d'un 

schéma. 
7) L'ensemble des symboles { ( , ), , ) .  

Nous ne considérons que trois types d'instructions : 

- l'instruction d'arrêt : STOP ; 
- les instructions d'affectation xi  := x j ,  OU bien xi  := f ( y , ,  . . . , y,) où 

f E 9, ar(f) = m et les y ,  sont des symboles de variables appartenant a !E 
pour i = 1, ..., m ;  
- les instructions de test : p ( y l ,  . . . , y,) h , k où h, k E N , p  E 9, ar(p) = m 

et les y,  sont des symboles de variables appartenant à !E pour i = 1, ..., m. 
Un schéma de programme avec branchement .n est alors défini comme une 

suite finie de la forme (1 ,  E , ) ,  (2, E ~ ) ,  . . ., (r, E,) où chaque ci est une instraction 
d'un des trois types précédents. De plus, on suppose d'une part que toutes les 
instructions de test de .x sont de la forme p(y,? . . ., y,) h , k avec 1 < h < r 
et 1 < k < r et d'autre part que toute affectation est suivie d'une instruction. 

Exemple 1 

1 x ,  := f 
2 p ( x 2 ) 6 , 3  
3 X l  := g(x2, x , )  
4 x ,  := h(x,) 
5 ~ ( ~ 2 1 6 ,  3 
6 STOP 
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Exercice 4 

Dans l'exemple précédent, définir les plus petits ensembles X, 9 et 9 per- 
mettant de reconstruire 7t. O 

Il n'est pas nécessaire d'introduire un branchement inconditionnel car il 
peut être simulé par des instructions du type : 

qui est un branchement de l'instruction i a l'instruction k. Dans la suite de ce 
chapitre on utilise indifféremment les locutions « schémas de programme )>, 

(( schémas avec branchements » ou « schémas de programmes avec branche- 
ments ». 

De façon évidente les schémas de programme avec branchements peuvent 
être représentés par des organigrammes (voir par exemple la figure 2). 

Figure 2 Un organigramme associé au schéma de l'exemple 1 
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Exercice 5 

Construire l'organigramme associé au schéma de programme suivant : 
1 ~ ( ~ 2 1 2  3 3 
2 STOP 
3 X 3  := f(x2) 
4 x.2 := g(x1, x,) 
5 xi  := f(x3) 
6 ~ ( ~ 2 1  1 , 1 

2.2 Interprétation, initialisation 

Nous avons décrit la syntaxe de notre langage et maintenant, pour trans- 
former un schéma de programme en un programme, il faut donner un sens aux 
symboles de fonctions et de prédicats. Nous pourrons alors décrire le dérou- 
lement de ce programme. 

Une interprétation Io des symboles d'un schéma de programmes est la 
donnée : 
- d'un ensemble non vide, D,  appelé domaine de l'interprétation ; 
- pour chaque f E 9, d'une application 10[fl de Dk vers D avec k = ar( f )  ; 
- pour chaque p E 9, d'une application I,[p] de Dk vers { vrai, faux ) 

avec k = ar(p). 

Io se prolonge en une application 1 qui, à un programme, fait correspondre 
une fonction (partiellement définie) de Dn vers Dn appelée interprétation du 
programme. 

On appelle initialisation un point d = (dl, . . . , d,) de Dn. 

Exemple 2 

Pour le schéma de programme de l'exemple 1, nous pouvons prendre comme 
interprétation 

a) D = N ; 10[fl = 1 ; Io[g] (x, y) = x * y ; 

Io[h] (x) = SI x > O ALORS x - 1 SINON O ; Io@] (x) = (x = 0). 

On voit facilement que le programme obtenu calcule la fonction factorielle. 

b) Soit D = V* l'ensemble des mots sur V ; 

10[fl = A ; Io[gl (x, y) = cons(tête(y), x) ; 
Io[h] (x) = SI x # A ALORS queue(x) SINON A ; 

IO[PI (XI = (X = A) . 
cons(a, x) construit une liste par adjonction de a E V en tête de la liste x E V* ; 
tête est la fonction qui donne l'élément en tête d'une liste non vide (c'est-à-dire 
différente de A) ; queue donne la liste que l'on obtient quand on a enlevé la tête 
d'une liste non vide. 

Dans ce cas, le programme obtenu calcule la fonction miroir; par exemple 
pour l'initialisation (A, abcd) E D ~ ,  le programme rend le résultat (dcba, A) ; 
en d'autres termes miroir (abcd) = dcba. 
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Exercice 6 

Quelle est la fonction calculée quand on prend comme interprétation du 
schéma de programme de l'exemple 1 : 

D = N ; Io@] (x) = (x = O); I,[fl = O ; 
I,[g] (x, y) = SI y # O ALORS x + y + y - 1 SINON O ; 
Io[h] (x) = SI x # O ALORS x - 1 SINON O ? 

Exercice 7 
Trouver d'autres interprétations pour le schéma de programme de l'exem- 

ple 1. En existe-t-il une pour laquelle, intuitivement, le programme obtenu ne 
termine jamais ? 

En existe-t-il une pour laquelle la terminaison dépend de l'initialisation ? 

Exercice 8 

Pour le schéma de programme de l'exercice 5, trouver trois interprétations 
telles que : 
- la première calcule la fonction pgcd ; 
- la deuxième ne termine jamais ; 
- la troisième ne termine que pour certaines initialisations. 

O 

2 .3  Description de l'exécution d'un programme 

Etant donné un programme x (formé d'un schéma et d'une interprétation) (*) 
et une initialisation d E Dn, décrivons le calcul effectué par n à partir de la 
première instruction. A un instant donné, l'état du programme est caractérisé 
par la valeur du compteur d'instruction, c'est-à-dire le numéro de l'instruction 
qui va être exécutée et l'état mémoire, c'est-à-dire les valeurs actuelles des 
variables. Définissons donc une description instantanée d'un programme x 
comme un couple (0, x) où o est le numéro de la prochaine instruction et x 
est le n-uple de Dn formé des valeurs des variables à cet instant. 

Nous écrivons (O, x) 4 (o', x') si l'on passe d'une description instantanée 
(O, x) à (o f ,  x') en exécutant l'instruction E, de numéro o, c'est-à-dire si et 
seulement si une des conditions suivantes est vérifiée : 

(a) E,  est une affectation du type : E, = xi := f (xj(i), , xj(rn)) 

xk = x, pour k # i 

xi! = 10[fl (xj(i), ..., xj(m)> 
o l = o + l .  

(*) En toute rigueur il faudrait noter (n, 1) le programme formé du schéma n et de 
l'interprétation 1. 
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(b) E, est une affectation du type : E ,  = xi := 
Xj 

x; = x, pour k # i 
xi = x. 

o l = o + l .  

(c) E ,  est une instruction de test : E ,  = P ( X ~ < ~ > ,  . . . , xj(mj) h ,  k 

x' = X 

or = SI I,[p] (xj,,,, . . . , x ~ ( ~ ~ )  ALORS h SINON k 

Un calcul de longueur m pour le couple (1, d) est une suite (O,, x'), . . . , (O,, xm) 
telle que : 

* o, = 1 et x' = d (le calcul commence au début du programme). 

* Pour i = 1 ,..., m - 1, ( o i , ~ i ) 4 ( o i + l , ~ L t 1 ) .  

On dit que le calcul est réussi si l'instruction de numéro om est STOP. 
Remarquons qu'un calcul réussi est unique d'après la définition de la relation 

A, en effet, nous avons choisi des interprétations déterministes (voir l'exer- 
cice 11). 

Si ( o ~ ,  xl), . . ., (om, xm) est un calcul réussi du programme x pour l'inter- 
prétation 1 et l'initialisation d, on appelle résultat du programme l'élément xm 
et l'on note I[x] (d) ce résultat. Si 1 est une interprétation sur le domaine D, 
I[x] est une fonction partielle de Dn dans Dn. 

On peut ne s'intéresser qu'à l'une des composantes (la i-ième par exemple) 
de I[x] (d). On note alors I[nIi (d) cette composante. 

La suite O,, . . . , om d'un calcul (O,, x'), . . . , (O,, xm) s'appelle une séquence 
d'exécution elle nous indique le cheminement du programme lors d'un calcul. 

Exemple 3 

Si, pour le schéma de programme de l'exemple 1 muni de l'interprétation 
proposée à l'exemple 2 a), nous prenons pour initialisation : d = (7, 2), on 
obtient alors le calcul réussi suivant (voir la figure 3) 

Nous avons donc I[x] (d) = (2, O), c'est le résultat du programme x. Plus 
généralement, I[x] (x, y) = (y !, O). En fait, ce qui nous intéresse ici, c'est que 
I[x], (x, y) = y ! (I[x], (x, y) désigne la première composante de I[x] (x, y)). 

Exercice 9 
Donner le calcul du programme si l'on prend l'interprétation de l'exemple 

2 b) et comme initialisation, d = (A, abcd). O 



Figure 3 Une séquence de calcul représentée sur un organigramme. 
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Exercice 10 

Examiner les notions de calcul réussi et de séquence d'exécution sur le 
programme n décrit par le schéma : 

1 P ( X )  1 , 1 
2 STOP 

et une interprétation 1 quelconque. 
Quelle est la fonction I[n] ? 

Exercice 11 

1) Imaginer une définition de la relation 4, des calculs et des résultats dans le cas 
des interprétations indéterministes, c'est-à-dire le cas où I,[fl est une relation de D n  
vers D, autrement dit un sous-ensemble de D n  x D. 

2) Trouver le résultat du programme déduit du schéma de l'exemple 1, par l'inter- 
prétation 

D = V * ;  

I,[fl = A ;  Io[g] = { (x, y, z) 1 z = cons(tête(y), x) ou z = x } ; 

I,[hl = { (x, Y) l Y = queue(x) } ; 
-Io[p] = (X = A ) .  

2 .4  Interprétations libres 

Nous cherchons a obtenir des résultats indépendants d'interprétations 
particulières. Pour cela, nous allons introduire une classe d'interprétations qui 
présente un caractère universel et qui permet de rendre compte de toutes les 
autres : les interprétations libres ou interprétations de Herbrand. Il y a abus de 
langage car on devrait dire interprétation et initialisation libres. 

Le domaine considéré est celui des schémas fonctionnels sch(9,  X) (5  1). 
L'initialisation est toujours l'initialisation canonique qui est (xl, . . . , xn), 
l'interprétation de f est définie par 

et aucune condition n'est imposée aux interprétations des prédicats. 
L'intérêt des interprétations libres réside en particulier dans le résultat 

suivant : 

Théorème 1 

Soit n un schéma de programme. Il existe une interprétation 1 telle que 
O,, . . . , O,,, soit une séquence d'exécution si et seulement si c'est une séquence 
d'exécution pour une interprétation libre. O 

Démonstration : La condition est évidemment suffisante. L'idée de la 
démonstration de la réciproque est la suivante : si l'on s'est donné une inter- 
prétation Io des symboles fonctionnels de 9 et une valeur d = (dl, . . ., d,) des 
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variables, chaque schéma fonctionnel u peut être « évalué >> ; on lui donne la 
valeur cp(u) qui vérifie : 

Plus généralement si u = (u,, . . ., u,), on note cp(u) le k-uplet (cp(u,), . . . , cp(uk)). 
A partir d'un prédicat R sur Dk, on déduit immédiatement un prédicat R' 
sur sch(8 ,  X)k vérifiant : 

Soient maintenant un schéma de programme TC, une interprétation Io de 
8 u 9 et une initialisation d. Le prolongement 1 de Io induit une interpré- 
tation libre Id et, par suite, l'exécution d'un programme sur sch(F,  9"). 

Pour chaque symbole de prédicat p d'arité k, on définit le prédicat Id,[p] 
sur sch(8,  X)k en posant 

où cp est la fonction définie ci-dessus, c'est-à-dire : 

Si (o l ,  y'), ..., (om, ym) est une séquence d'exécution de TC pour 1 et l'initia- 
lisation d, alors ?L admet pour Id et I'initialisation x une séquence d'exécution 
de la forme (o,,  u'), ..., (o,, um) avec yk = cp(uk) pour 1 d k d m. En 
d'autres termes, le programme défini par TC, Id et l'initialisation x calcule, à 
chaque étape k, les schémas fonctionnels uf,  qui conservent 1'« histoire »du 
calcul des valeurs y: à cet instant. Montrons cela par récurrence sur k : 

-Pou r  k = 1 et o, = 1, o n a  = d et u1 = x. 
- Pour k > 1,  supposons que yk-' = cp(uk-l). Si G ~ -  est le numéro 

d'instruction d'une affectation x j  := f (xi!, , . ., xi,), alors 

et donc par hypothèse de récurrence y! = q(u:) et yk = q(uk). S'il s'agit 
d'une affectation xj := xi,  c'est encore plus simple car y; = y:-' et ut = uk- l 
et donc par hypothèse de récurrence y: = (p(u5) = y!-' = cp(ur-'). Enfin 
si ok - , est le numéro d'un test p(xi, , . . . , xiv) o, o', alors yk = yk- l ,  d = uk- ' 
et donc yk = (p(uk). D'autre part 

et donc le numéro de l'instruction suivant o, est le même dans les deux cas. 
c.q.f.d. 

Exercice 12 

Quelle est l'interprétation libre correspondant à l'interprétation et à l'ini- 
tialisation de l'exemple 3 ? Quel est le calcul associé ? 

Le théorème précédent est à la base d'une technique de vérification de 
programmes appelée « évaluation symbolique >). Pour savoir ce que fait un 
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programme ou plus exactement s'il fait bien ce qu'on attend de lui, on le fait 
calculer sur les interprétations libres (ou des interprétations déduites des 
interprétations libres en tenant compte de règles de simplification, par exemple 
x + x - x = x ) .  

2 . 5  Les schémas a une variable et les schémas de Ianov 

a) Schémas de Ianov 

Supposons que l'ensemble X soit réduit à une seule variable x.  On peut 
alors considérer que toutes les fonctions sont monadiques en posant par 
exemple : 

h(x) = f ( x ,  x ,  x )  . 
Voici un exemple de schéma à une variable : 

1 x := h(x)  
2 x := k ( x )  
3 q(x) 1 , 4  
4 STOP 

Ces schémas de programme simulent assez bien le comportement d'une 
machine, à condition de considérer x comme un vecteur d'état qui contient 
à chaque instant tous les éléments variables de la machine. 

Exercice 13 

Décrire un schéma de programme à une seule variable et une interprétation 
qui « calcule » la fonction factorielle en s'inspirant des exemples 1 et 2. O 

Il n'y a plus d'ambiguïté, maintenant, sur les affectations; ainsi on peut 
écrire simplement h à la place de x := h(x). 

Le schéma de l'exemple devient donc 

1 h  
2 k  
3 q 1 , 4  
4 STOP 

De tels schémas ou l'on trouve trois types d'instructions : actions, tests 
et arrêts s'appellent des schémas de Ianov. 

b) Trace 

Les suites des instructions des calculs réussis du schéma de Ianov que nous 
avons vu, forment le langage 

hk(qhk)* q STOP 

où q signifie, qu'après le test, on a exécuté l'instruction 4. De plus, comme 
toute suite d'instructions d'un calcul réussi se termine par STOP, sa présence 
est inutile. Nous ne le noterons pas. Le langage hk(qhk)" g s'appelle la trace 
du schéma de Ianov. 



Soit n un schéma de Ianov à n instructions, utilisant les vocabulaires 

La trace du schéma TC, notée TT(TC), est le langage sur 9 u B u 3 = Y 
(où 9 = { jï, 7, . , . )) défini ainsi : 

Considérons le langage L(Tc) inclus dans ([l : n] . ( Y  u { STOP )))*, formé 
de tous les mots a = 1 . . . m STOP qui vérifient : 

si iaj est un sous-mot de a alors : 

- ou bien l'instruction de rang i s'écrit ifet alors a = f et j = i + 1 
- ou bienelle s'écrit ipk, le t  alors a = p et j = k ou bien a = P et j = 1 
et, de plus, m STOP est une instruction de TC. 
On suppose, en outre, que dans une suite de prédicats consécutifs on ne 

rencontre pas un prédicat et son contraire. 
La trace est le langage obtenu en supprimant dans tous les mots de L(n) les 

occurrences de numéros d'instructions k appartenant à [ l  : n], ainsi que le 
signe STOP qui termine ce mot. 

Exercice 14 

Quelle est la trace du schéma suivant ? 

1 12 
2 k  
3 9 5 , 4  
4 STOP 
5 h  
6 k  
7 q 1 , 8  
8 STOP 

Comparer avec le schéma de l'exemple précédent. O 
Exercice 15 

Montrer que les traces sont des langages réguliers. 

c) Cornparuison 

Un programme, c'est-à-dire un schéma de programme interprété, peut 
toujours être considéré comme l'interprétation d'un certain schéma de Ianov 
en utilisant le concept de variable d'état : par conséquent, les schémas de Ianov 
et les schémas de programme avec branchements formalisent les mêmes 
notions, mais en fait à des niveaux différents ; les schémas de Ianov constituent 
une abstraction supérieure à celle des schémas avec branchements et cette 
abstraction perd de l'information sur le programme qu'elle formalise : il y a 
plus d'interprétations possibles dans le cas des schémas de Ianov. Ceci explique 
tes différences de résultats que l'on obtient. 

Chaque interprétation d'un schéma avec branchement 7c peut être considérée 
comme l'interprétation d'un schéma de Ianov o toujours le même. On peut 
admettre que ce schéma de programme n: particularise parmi les interprétations 
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de o une certaine famille. Par exemple considérons que n est un schéma de 
programme avec branchement non interprété utilisant deux variables x, y 
et une fonction monadique f et supposons que nous ayons deux instructions 

Pour chaque interprétation, l'effet de l'instruction i sur la variable x est 
identique à l'effet de l'instruction j sur la variable y (c'est ce fait important 
qui sera utilisé dans l'exemple 5). Ces instructions n'agissent que sur une 
variable à la fois : x pour i et y pour j. Ces faits ne pourront pas être traduits au 
niveau du schéma de Ianov o, on écrira par exemple : 

ou f, et f, sont deux actions différentes ; ce qui permet beaucoup d'interpré- 
tations de o, certaines étant très éloignées de celles de n. 

Aussi peut-on dire que la classe des interprétations de o « contient » celle 
des interprétations de x. AU paragraphe 3 . 3  cette approche est développée 
avec une présentation différente. 

2 . 6  Isologie entre schémas de programme 

Considérons les trois schémas de programmes de la figure 4 (donnés sous 
forme d'organigrammes). 

Les schémas xi et n2 diffèrent seulement par l'introduction du test q ( j )  
Soit (1, d) un couple formé d'une interprétation et d'une initialisation. Si 
I[q] (d,) = vrai, alors x, et n, se déroulent de la même manière pour le 
couple (1, d) ; en revanche, si I[q] (d,) = faux, le programme n, ne termine pas 
et il se peut que x, donne un résultat. Par contre, le schéma de programme x, 
calcule dans tous les cas la même fonction que ni (voir exercice 16). 

Une des idées qui va nous guider est celle-ci : nous voudrions remplacer un 
programme par un programme qui fasse la même chose (plus simple par 
exemple) et peut-être nous ramener à une forme canonique. Nous sommes 
donc amenés à introduire une relation entre schémas de programme que nous 
appelons isologie (*) ; cette relation peut être considérée soit en se plaçant 
sur une interprétation donnée, soit indépendamment de toute interprétation. 
La seconde solution présente l'avantage de ne pas faire intervenir la structure 
particulière de D (et des fonctions définies sur D): malheureusement, dans 
ce cas, beaucoup de résultats trop généraux sont négatifs par manque de 
renseignements sur le programme. 

(*) Nous utilisons le mot isologie de préférence à équivalence pour éviter les confu- 
sions car les relations d'isologies définies ne sont pas toujours des relations d'équiva- 
lence. 
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Schéma r t ,  

Figure 4 Trois schémas de programme. 



a) Dé$nitiorzs 

Nous considérons les cinq relations suivantes. Soient n et x '  deux schémas 
de programme construits à l'aide des mêmes ensembles 95, 8, 9 ; on dit que : 

1) n et n:' sont fortement isologues si, pour toute interprétation 1 on a : 

I[n] = I[nl] : ce qui est noté n: = n '  . 

Autrement dit, ou bien les deux programmes terminent et donnent le même 
résultat, ou bien les deux programmes ne terminent pas. 

2) n et n '  sont faiblement isologues si pour toute interprétation et pour toute 
initialisation d telle que I[n] (d) et I[nr] (d) sont définis on a : 

I[n] (d) = I[n'] (d) , cette relation est notée n z n '  . 

3) n et n '  sont finiment isologues si pour toute interprétation 1 de domaine 
fini : 

I[n] = I[n'] , ce qui est noté x 3, K '  

4) n et n:' sont fortement isologues sur 1 si 

I[n] = I[nl] , ce qui est noté n = x '  (1) 

5) n: et n '  sont faiblement isologues sur 1 si pour toute initialisation telle que 
I[n] (d) et I[n:'] (d) est défini on a : 

I[n] (d) = I[nl] (d) , ce qui est noté n E n '  (1) . • 

Remarque 

L'isologie forte et l'isologie finie sont des relations d'équivalence, tandis 
que I'isologie faible n'est pas une relation d'équivalence. 

Exemple 4 
Considérons les trois schémas de programme suivants (donnés sous forme 

d'organigrammes dans la figure 5) 

n4 : 1 p(x) 1 , 1 

2 STOP 

n, : 1 y:= f,(z) 

2 x := f, 

3 P ~ Y )  7 > 4  
4 x := f,ïx, Y )  

5 Y := f3(Y) 

6 P(Y) 7 > 4  
7 STOP 
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vrai ql 
Schéma K, 

Figure 5 Les trois organigrammes de l'exemple 5. 
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n, : 1 y := f4 

2 x := fi 
3 9(z, Y )  7 , 4 
4 y := f,(y) 
5 x := f d x ,  Y) 
6 9(z, Y) 7 , 4 
7 y := f, 
8 STOP. 

Il est clair que ni n, = x,, ni n4 = 7c6. Remarquons cependant que quel 
que soit 1 

I[n4] [I I[7t6] , donc n4 = 7c6 

I[n4] C I[7c5] , donc n4 = n5 , 

mais que pour certaines interprétations 1 (en chercher une simple), on peut 
avoir I[n5] (d) et I[n,] (d) tous deux définis mais distincts. 

Prenons maintenant l'interprétation suivante : 

D = N  

Io[fol ( 4  = x ; IO[fll = 1 ; Io[fil (x, y) = x * y ; Io[f,] (y) = y - 1 ; 

Io[f,I = 0 ; Io[f5I (Y) = Y + 1 ; 

Io[P] (Y) = (Y = 0) ; I0[9l (x, y) = (x = Y) . 

Nous constatons que Io[n,] = 10[n6], plus exactement : 

" Exercice 16 

Montrer que les schémas n1 et n3 de la figure 4 sont fortement isologues. 
Montrer que le schéma n, de la figure 6 n'est pas faiblement isologue à n,. 

Exercice 17 

Soient les schémas : 

n :  1 x : = j  

2 STOP 

p : 1 p(x) 2 , 7  

2 4x1  3 , 5 
3 x := g(x) 

4 P ( X )  2 , 7  
5 x := h(x) 

6 q(x) 2 , 7 

7 S T O P .  
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Figure 6 Schéma TL,. 

a) Considérons l'interprétation 1 suivante : 

D = N  

I[ f ] = 1 ; I[g] (x) = x t 2 ( + désigne la division entière) ; I[h] (x) = x - 1 ; 

I[p] (x) = (x # 1) ; I[q] (x) = (x est pair) . 

Montrer que n = ~(1 ) .  
b) Soit maintenant l'interprétation 1 : 

D = N  
I[f] = l ; I [ g ] ( x ) = x i  2 ; I [h ] (x )=  3 * x +  1 

I[p] (x) = (x # 1) ; I[q] (x) = (x est pair) . 

Vérifier que 7~ E p (1) 
A-t-on n - p (1) ? 



(Cette dernière question difficile n'a pas encore, à notre connaissance, 
reçu de solution.) 

b) Liaisorls entre les diférerztes isolog ies 

Théorème 2 
S i n  r n '  alors n E ~ ~ c '  

et si n , n '  alors TC.=  n '  , 

mais les réciproques sont fausses. 

Démonstration : La première implication est évidente. Pour démontrer la 
seconde, il suffit de montrer que si n -, n', alors pour une interprétation 1 
et une initialisation d I[n] (d) = I[nl] (d), dès qu'ils sont tous deux définis. 
Remarquons que si I[n] (d) et I[~c'] (d) sont définis, les valeurs manipulées 
durant le déroulement du programme sont en nombre fini, même si le domaine 
d'interprétation est infini. Donc nous pouvons nous restreindre à un domaine 
fini, l'ensemble des valeurs manipulées par n et n '  et considérer une interpré- 
tation finie 1' sur ce domaine telle que 

I[nl (dl = I1[n1 (dl 
I[nl] (d) = I1[n'] (d) 

or 7t =,TC' 

donc I1[n] (d) = 1 '[n '1 (d) . 
La réciproque de la seconde implication est évidemment fausse? en parti- 

culier tout schéma de programme est faiblement équivalent au schéma de 
programme : 

L'exemple suivant nous montre que la réciproque de la première implication 
est fausse. 

Exemple 5 
Considérons le schéma de programme 7t décrit par l'organigramme de 

la figure 7. 
L'exercice 13 du chapitre 4 montre que ce schéma de programme boucle si et 

seulement si 

I[p(f"(x)] (d) = faux est équivalent à 3k > O 2 

c'est-à-dire si 1 [p(f"(x))] (d) prend successivement les valeurs 

faux , vrai , faux , vrai . vrai , faux , vrai , vrai , vrai , faux , . . 

Cette éventualité n'est possible que si l'interprétation est faite sur un domaine 
infini, car sur un domaine fini, la fonction hn.l[p( fn(x))] (d) a toujours une 
période. O 
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Figure 7 Schéma n. 

2 .7  Problèmes d'indécidabilité 

a) Ruppels 

On dit qu'une propriété est décidable sur un ensemble E s'il existe un algo- 
rithme (décrit par un programme) qui, pour chaque élément a E E, répond 
au bout d'un temps fini par oui si la propriété est vraie pour a, par non si la 
propriété est fausse pour a .  

On dit qu'une propriété est semi-décidable sur E s'il existe un algorithme qui, 
pour chaque élément a E E, répond, au bout d'un temps fini, par oui si la 
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propriété est vraie pour a et calcule éventuellement indéfiniment si la propriété 
est fausse pour a. 

La propriété P(x) : « le programme n: s'arrête » est une propriété semi- 
décidable, l'algorithme correspondant s'écrit : « activer n: ; sortir (« oui ») )>. 

Une fonction est intuitivement calculable si elle peut être calculée par un 
programme (thèse de Church). 

Les problèmes d'indécidabilité se résolvent habituellement de la manière 
suivante : 

- ou on démontre qu'un problème est indécidable (presque toujours 
par le procédé de la diagonale dont nous verrons un exemple plus loin), 
- ou on ramène ce problème à un problème dont l'indécidabilité a été 

démontrée (chaîne de Church). 

b) Théorème de I'indécidabilité de l'arrêt des programmes sur les entiers 

On s'intéresse ici aux schémas de programmes sur F = {z, pr, s }, 9 = { t } 

(où ar(z) = 0, ar(pr) = ar(s) = 1, ar(t) = 1) 

et à l'interprétation particulière 1 suivante : 

D = N e t  

I[z] = O ; 

I[pr] (a) = SI a f O ALORS a - 1 SINON O ;  

I[s] (a) = a + 1 ; 

I[t] (a) = (a = 0) . 

Théorème 3 

Avec les notations précédentes, la propriété (< n: se termine pour 1 » est semi- 
décidable et non décidable sur l'ensemble des schémas de programmes cons- 
truits sur F et 9. 0 

Principe de la démonstration : (On trouvera une démonstration complète 
fondée sur ce principe, dans [ENG, 731). 

- Codage des programmes et des initialisations : on définit une application 
injective qui, à chaque programme n, associe un entier E (son code ou nombre 
de Godel) et une autre application injective calculable qui, à chaque initiali- 
sation d, associe un entier d (son code ou nombre de Godel). 

- Principe de la diagonale : soit 6 la fonction de N dans N telle que 

6 ( 3  = SI I[x] ( E ,  O, . .., O) n'est pas défini 
(le programme n: ne termine pas pour (E ,  0, . .., 0)) ALORS O 

SINON indéfini 

6 n'est pas calculable. En effet, si 6 était décrite par un programme p, 
I[p] (p) différerait de S ( 3 ,  ce qui serait contradictoire. 



- Indécidabilité de l'arrêt : Soit A une fonction telle que 

A(., d) = SI I[n] (d, O, ..., 0) n'est pas défini ALORS O SINON 1 

Si A était décrite par un programme p, on pourrait construire un programme 
qui calcule 6, ce qui est impossible d'après ce qui précède. Le programme 
déduit de p et calculant 6 est décrit sommairement par : 

- calculer d à partir de I'initialisation (G,  0, . . ., 0) 
- activer p pour l'initialisation (K, d) 
- si le résultat est O alors STOPsinon uctiver unprogrummequineterminepas. 

Corollaire 

Il n'existe pas d'algorithme ayant pour données une interprétation 1, 
un schéma de programme 7c et une initialisation d qui détermine si I[x] (d) 
est défini. O 

Démonstration : D'un tel algorithme on déduirait facilement en prenant 
l'interprétation du théorème précédent un algorithme d'arrêt des programmes 
sur les entiers. 

c) Indécidabilité des isologies dans le cas général 

Les théorèmes qui vont suivre sont en général des résultats d'indécidabilité. 
On peut se restreindre au cas où les fonctions et les prédicats sont monadiques, 
c'est-à-dire d'arité un ; on parle alors de schémas de programme monadiques 
(on se gardera de les confondre avec les schémas à une variable étudiés en 2.5).  
Notons que dans ce cas, les schémas fonctionnels associés sont linéaires, 
c'est-à-dire formés de mots sur l'ensemble F des symboles fonctionnels, 
suivis d'un symbole de variable : ils appartiennent à F'". Parmi toutes les 
variables, nous distinguons x, que nous appelons variable de sortie. 

Nous allons montrer que, dans ce cadre, les problèmes d'isologie se tra- 
duisent en des problèmes d'égalité de langages. Ainsi, d'un problème sur les 
langages connu comme indécidable, on déduira l'indécidabilité du problème 
correspondant pour les schémas monadiques et a fortiori pour les schémas 
les plus généraux. D'après le théorème sur les interprétations libres. pour 
démontrer l'équivalence de deux schémas de programme, il suffit de considé- 
rer de telles interprétations, c'est ce que nous ferons par la suite, sauf mention 
du contraire. 

Soient n un schéma de programme monadique avec .T = { .Y,, ..., x, } 
et 1 une interprétation libre. A toute étape du calcul. les valeurs associées aux 
variables sont de la forme ax, où c;c E F* et xi E .%. Si le programme s'arrête. 
le résultat est (cc, yi, ..., a,, yn)  où xi E F* et y, E Y. 

On appelle langage associé à n le langage A(n) formé des r ,  obtenus en 
considérant les différentes interprétations libres de jz .  

Exemple 6 

Considérons le schéma de programme ~c de la figure 8. 



Figure 8 Schéma K.. 

Soit n le premier entier tel que I[t(f"(x,))] (x) = vrai; le résultat de ce 
programme est 

On en déduit que A(K) = { f" g" fn 1 n 2 0 1. 
Remarquons que A(K) n'est pas à contexte libre (c'est-à-dire n'est pas 

algébrique). O 



Théorème 4 

La classe des langages associés aux différents schémas de programme 
monadiques est exactement celle des langages semi-décidables (encore appelés 
récursivement énumérables ou semi-thuéiens ou de type O). O 

Le résultat suivant précise le lien entre isologie forte de programmes et 
égalité des langages associés. 

Théorème 5 

Si n = p alors A(n) = A(p). O 
En effet, si cc E A(n) et 3 $ A(p), il existe une interprétation 1 telle que la 

première composante du résultat de I[x] est %xi. Mais comme a A(p), la 
première composante du résultat de I[p], s'il existe, n'est pas EX,, donc nous 
n'avons pas n = p. 

Exercice 18 

Trouver deux schémas de programme n et p tels que A(n) = A(p) et 
n $ p. O 

Théorème 6 

Les propriétés suivantes ne sont pas semi-décidables : 

- n =, p 
- n = p  
- n ne termine jamais 
- n s'arrête pour toute interprétation finie 

Théorème 7 

Les propriétés suivantes sont partiellement décidables, mais non décidables 
sur l'ensemble des schémas avec branchement : 

- il existe une interprétation et une initialisation telles que n termine, 
- n se termine pour toute interprétation et toute initialisation. 
- n $ ~ P  
- Z $ P .  

Ces résultats, à première vue décevants, ont cependant l'intérêt de nous 
éviter de rechercher des solutions algorithmiques à des problèmes n'en ayant 
pas. Par exemple, il est illusoire d'espérer qu'un compilateur Fortran prédise 
systématiquement l'arrêt de l'exécution d'un programme; de même, il ne 
saurait prédire, dans le cas le plus général, si, lors de l'exécution du programme, 
telle instruction serait exécutée; en effet, si l'on remplace cette instruction 
par STOP, ceci nous ramène au problème de l'arrêt. De même, il n'est pas 
possible de construire un programme général de vérification de l'équivalence 
de programmes. 



d )  Décidubilité dans le cas des schémas à une variable 

Théorème 8 

Pour les schémas de programme à une seule variable, le problème de l'iso- 
logie forte est décidable. O 

Corollaire 

Pour les schémas de programme à une seule variable, le problème de savoir 
s'ils ne terminent jamais est décidable. 

Pour démontrer le corollaire, il suffit de considérer l'isologie forte avec un 
schéma qui ne termine jamais. 

La démonstration du théorème utilise la notion de trace d'un schéma de 
programme définie au paragraphe 2 . 5 .  Elle repose sur les points suivants : 

1) Deux schémas de programme ayant les mêmes ensembles de symboles 
de prédicats et de fonctions sont fortement isologues si et seulement si leurs 
traces sont égales. 

2) La trace d'un schéma de programme est un langage régulier. 
3) L'égalité de deux langages réguliers est décidable [HOP, 691. 

Théorème 9 

Pour les schémas à une variable, le problème de l'arrêt pour toute interpré- 
tation est décidable. O 

En effet, le problème se ramène à tester la finitude d'un langage régulier, 
ce qui est décidable [HOP, 691. 

3.1 Introduction 

L'étude du paragraphe précédent portait sur des schémas de programmes 
tous définis de la même façon : on y retrouvait comme instructions de base les 
affectations et les tests ; le contrôle était réalisé par un traitement séquentiel 
des instructions ou par des branchements : tout cela correspond à une forma- 
lisation de la notion d'organigramme bien connue des programmeurs d'antan. 

Les progrès dans la conception des langages de programmation ont abouti, 
entre autres, à proposer de nouvelles structures pour la partie contrôle des 
programmes. Les motivations pour introduire ces nouvelles structures sont 
diverses : faciliter l'analyse des problèmes, faciliter la preuve des programmes, 
améliorer l'efficacité des programmes,. . . Les structures proposées en pratique 
sont très variées et amènent à se poser deux questions : 

1) sur le plan de « l'efficacité D, peut-on comparer les différentes structures 
proposées ? 
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2) sur le plan de la facilité de programmation, quelles sont les structures 
les plus naturelles et les plus << simples )) pour analyser les problèmes ? 

La deuxième question sera abordée, de façon indirecte, dans le chapitre 4 
lorsque nous étudierons le passage d'un énoncé à un algorithme. Nous allons 
ici résumer quelques résultats obtenus à propos de 1). Il faut naturellement 
fixer un cadre plus précis pour aborder cette question : il s'agit d'une part de 
définir différentes structures de contrôle et, d'autre part, de se donner les 
moyens de les comparer en définissant des relations entre elles. Dans ce qui 
suit, nous nous intéresserons essentiellement aux structures itératives. Des 
études analogues ont été réalisées sur le parallélisme et la collatéralité. 

3 . 2  Structures de contrôle, interprétation et calculs 

a )  Structures de contrôle 

Dans tout ce qui suit, nous négligeons le détail de l'instruction d'affectation ; 
autrement dit, comme dans les schémas de Ianov (8 2 . 5 ) ,  les affectations sont 
représentées par un ensemble d'actions de base. 

Les constructions envisagées ici sont définies à partir : 

- d'un ensemble d'actions 9 (chaque élément de F représente une 
affectation), 

- d'un ensemble de prédicats (ou tests) YP. 

On se donne d'autre part un ensemble 2 et on associe à chaque prédicat 
p E YP sa négation j7 dans z. On pose de plus 7 = p. 

On peut définir plusieurs types de composition pour combiner les éléments 
de 9 et 9' afin d'obtenir des assemblages que nous appelons schémas de 
programme. Les symboles auxiliaires (si, alors, ...) sont adjoints à 9 et 9' 
pour construire les schémas de programme. En groupant plusieurs types de 
composition, on définit des structures de contrôle. 

Pour chaque structure Y que nous allons étudier, nous donnons une défini- 
tion intuitive et une définition syntaxique de l'ensemble des schémas de pro- 
gramme correspondants que nous appelons Y-programmes. 

Exemple 7 
Si on veut définir une structure Y, comprenant seulement la composition 

séquentielle qu'on note par un symbole « ; )), le langage L correspondant à Y, 
est défini sur le vocabulaire V = 4 u { ; ) par 

b) Interprétation 

Pour donner un sens à un schéma de programme, on l'interprète ; comme 
précédemment, une interprétation est formée : 

- d'un ensemble non vide D, 
- pour chaque action a E 9 d'une application I,[a] de D vers D, 
- pour chaque prédicat p E D, d'une application I,[p] de D vers { vrai, 

faux ) telle que Io@] soit la négation de Io@]. 



Dans ce paragraphe les symboles sont donc tous d'arité un. Pour chaque 
structure 9 nous indiquerons comment prolonger Io en une interprétation 1 
des schémas de programme de 9. 

Exemple 8 

Pour la structure 9, définie dans l'exemple 7, choisissons B = ( a, b ) 
et définissons une interprétation de la façon suivante : 

D est l'ensemble des entiers positifs à quatre chiffres décimaux notés Z t  ; 
Io[a]xyzt = x'y'z't' où x'y'z't' est déduit de 3 par permutation et 
vérifiex' 3 y' 3 z' à t ' ;  Io[b]=t = I E t  - t z y x .  

1 est défini pour tout schéma de L associé à Po de la façon suivante : 

- pour 1 E 9 I[l] = I,[I] ; 
- pour i-t E L I[1; X] = I[n] o Io[l]. 

Calculons pour cette ingrprétation le résultat du schéma de programme 
a ; b ; a ; b appliqué à la donnée 9090 : 

* Exercice 19 

Sous les hypothèses de l'exemple précédent, interpréter pour toute initia- 
lisation de D le schéma : 

c) Calculs 

Etant donné un schéma de programme n, une interprétation 1 et une ini- 
tialisation d E D, un calcul de n est un mot qui indique la suite des actions et 
tests à composer pour construire le résultat I[z] (d) ; c'est donc un mot sur 
l'ensemble 9 u 9 u 9. 

3 . 3  Définition des 9-schémas 

a) Le lalzguge des 9-schémas 

La structure que nous allons présenter a été proposée par DIJKSTRA 
[DAH, 721 Nous la notons 9 ; elle a été introduite comme un outil permettant 
une simplification dans la construction de programmes. En général, un schéma 
admet un point d'entrée et un point de sortie ; on voudrait ici que tout « mor- 
ceau )) de schéma vérifie cette propriété (unicité du point d'entrée et du point 
de sortie) ; ceci correspond à une analyse (< structurée » ; par ailleurs, les 
preuves de programmes ainsi conçus peuvent être plus systématiques. 
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Intuitivement, on accepte pour la structure 3 la composition séquentielle, 
la composition conditionnelle, la composition itérative de type « tant que ». Ici 
Y = 8 u YP u u { ;, si, alors, sinon, fsi, tantque, .faire, .fait ). 

Le langage L, des %schémas est défini par : 

b) Organigramme associé à urz 9-schéma 

On peut aussi donner une représentation imagée des compositions proposées 
(voir figure 9) : elles correspondent bien à des organigrammes à un point 
d'entrée et un point de sortie. Ainsi, comme pour les schémas avec branche- 
ments, on peut associer un organigramme à un 9-schéma. 

Figure 9 Fragments d'organigrammes associés aux 9 schémas 

P L-*A:.r 

Exercice 20 

Dessiner l'organigramme associé au 9-schéma suivant et comparer avec 
l'exercice 1. 

vrai P faux 

B 

0 : al ; G p  &s a ,  sino?? a3 ; a4 ; tantquep faire a ,  ; a, fait fsi 

faux 

vrai 

(ce schéma est construit sur .F = { a l ,  a,, a,, a,  ) et 2 = { p 1.) O 
Réciproquement. peut-on traduire tout organigramme en un organigramme 

associé à un 9-schéma ? Tout organigramme est un graphe orienté dont 
chaque point est étiqueté par une instruction, les nœuds sans successeur sont 
étiquetés par des instructions S T O P  ; soit un circuit y d'un organigramme. 
Appelons sortie du circuit y un nœud i tel qu'il existe un chemin de i vers un 
point STOP,  aucun autre nœud de ce chemin ne figurant sur le circuit y. 

. ; P  s i p  alors a sinon p fsi  tant quep  faire a fait 



Chapitre 3 

Figure 10. 

Sur la figure 10, p est une sortie du circuit p, a, b : c'est le seul nceud de 
sortie du circuit p, a, b ; de même q est la seule sortie du circuit c, q. Sans faire 
de démonstration rigoureuse (qui nécessiterait une définition précise de la 
construction des organigrammes) une récurrence intuitive amène au résultat 
suivant : 

Proposition 1 

Tout circuit d'un organigramme associé a un %schéma admet une et une 
seule sortie. 

La démonstration se fait par récurrence sur la complexité des organigrammes 
représentés a la figure 9. 

Exemple 9 

L'organigramme de la figure 11 peut être interprété comme le calcul de la 
longueur d'une suite de caractères ; on a prévu dans le calcul un cas (< erreur )) 
en cas de lecture d'un caractère incorrect ; la fin de la suite à lire est signalée 
par le caractère # . 

Ce problème, très banal, est représenté par un schéma avec branchements 
(voir figure 12) comportant un circuit admettant deux points de sortie. 

L'organigramme de la figure 12 n'est pas associé à un 2-schéma. Ceci 
ne signifie pas que le problème de comptage posé ne peut être résolu avec 
un langage comportant uniquement une 9-structure. O 

Exercice 21 

Résoudre le problème décrit dans l'exemple 9 (figure 11) en construisant un 
programme n'utilisant qu'une 9-structure. O 

L'exemple précédent nous conduit a préciser la façon de comparer des 



structures puisque l'on obtient des résultats différents sur un organigramme 
et sur un programme (interprété). Dans le paragraphe suivant, nous allons 
définir différents types de comparaisons. 

l 
x := l e r  caractere 
1 := 0 

AL 

x := caractere suivant 

1 T 

A I 
7 

Figure I l .  

7 

a 

1 

TV 
Y 

d 

- 
1 C 

f 

STOP 

i 

Figure 12 Les nœuds p, q sont deux sorties du circuit p, q, d. 
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c) Calculs d'un %schéma 

Pour un %schéma n, une interprétation Io et une initialisation d E D notons 
cal(n, d) le calcul associé. / 

cal(n, d) peut être défini par récurrence sur la complexité de n ; c'est un mot 
sur 9 LI 9 u 3. Plus généralement, appelons calcul un mot y sur 9 u YP u 3 
et définissons (pour l'interprétation 1) le résultat res(y, d) d'un calcul y pour 
I'initialisation d ; res(y, d) est obtenu en composant les fonctions déduites par 
interprétation des actions de y ; par récurrence : 

res(A, d) = d 
Vp E 9 u F res(yp, d) = res(yP,d) = res(y, d) 
V(I E 9 res(ycr, d) = I,[ci] (res(y, d)) 

En particulier, le calcul du programme n, pour la donnée d admet le résul- 
tat res(cal(.rc, d), d). 

Définissons enfin cal(n, d) par récurrence ; pour a E 9, p E 9, c i ,  fi E Lg : 

cal(a, d) = a ; 

cal(a ; P, d) = cal(a, d).cal(P, res(cal(sc, d), d)) ; 

cal& p alors a sinon /3 fsi, d) = SI Io[p] (d) ALORS p .  cal(a, d) 
SINON P .  cal(P, d) ; 

cal(tant -- que p faire a fait, d) = SI Io[p] (d) ALORS 

p .  c a l ( ~  ; tant que p faire x fait, d) SINON j7 . - - -  

Remarquons que ce système d'équations est un système récursif. 
De manière analogue l'interprétation 1 d'un 9 schéma peut être définie 

par récurrence ; pour p E 9, CI, p E La : 

I[sip - - -  alors a sinon P fi] (d) = SI Io[p] (d) ALORS I[cI] (d) 
SINON I[P] (d) ; 

I[tantque p falre ct falt] (d) = SI Io[p] (d) ALORS 
I[CI ; tantque p faire - i~ fait] (d) 
SINON d. 

Exercice 22 

Montrer par récurrence sur la complexité d'un programme n que si cal(n, d) 
est défini, on a : 

I[n] (d) = res(cal(n, d), d) O 

3 .4  Comparaisons entre structures 

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié particulièrement la 
structure des %schémas. Nous allons présenter ici quelques définitions 
générales qui précisent différentes façons de comparer des structures. Définis- 
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sons tout d'abord des relations entre programmes. Soit n, et n, deux schémas 
de programmes, R I ,  R2, R3, R4 sont définies de la façon suivante : 

(RI] Pour toute interprétation 1 de x, et n, : 

(R2) Les ensembles d'actions et de prédicats ayant une occurrence dans n, 
ou dans x2 sont les mêmes. 

(R3) Pour toute interprétation 1 et toute donnée d : 

(R4) Pour toute action ou test, le nombre d'oceurrences dans n, est supé- 
rieur ou égal au nombre d'occurrences dans n,. 

La relation R1 correspond à l'isologie forte sur les schémas avec branche- 
ments (§ 2 . 6 .  a). Si deux schémas de programme sont liés par la relation R2, 
le passage de l'un à l'autre se fait sans introduction de nouvelles actions 
(c'est-à-dire qu'il n'est pas possible d'utiliser de nouvelles variables par 
exemple). Intuitivement, n l  R4 x, impose qu'aucune << recopie >> n'a été faite 
lors de la transformation de x, en x,. 

Exemple 10 

Comparons les différents organigrammes de la figure 13. 
Intuitivement, on trouve : 

n1 R1 x2 R1 x3 (même fonction) 
NON x, R2 x, (e figure dans n, et ne figure pas dans x,) ; 

rtl R3 n2 R3 n3 (les calculs sont les mêmes) 

Exercice 23 

Vérifier que RI ,  R2, R3 sont des relations d'équivalence. O 
Soit deux structures Y,, Y, et une relation R : 

- YI est dite réductible en Y, pour la relation R si pour tout schéma n, 
de la structure Y,, il existe un schéma x2 de Y, tel que : 

n, R n, . 
Cette relation entre structures est notée Y < Y,. ' 2 
- Yl est dite équivalente à Y, pour R si 

cette équivalence est notée Yl = Y,. 
R 

- Y, est strictement réductible en Y, pour R si 

Y, 5 Y, et non 9, 5 Y, 

cette relation est notée Y, < 9,. 
R 



3 

Figure 13. 



A partir des relations RI,  R2: R3, R4 définies entre schémas, nous pouvons 
définir des relations entre structures. Les plus couramment étudiées sont les 
suivantes : 

- Conilersion jonctionnelle elle correspond a la relation RI et est notée FN : 
Y, 5 Y2 signifie que, pour toute interprétation et tout schéma x, de YI 

il existe un schéma TC, de Y, tel que I[x,] = I[7c2] ; intuitivement, n, et n2 
définissent la même fonction. 

- Conversion sémantique en prenant la relation SE = R1 et R2 : 
Y < Y, signifie que, pour toute interprétation et tout schéma x, de Y,, 

SÈ 
il existe un schéma TC, de Y ,  construit sans introduire de nouvelles actions 
et tel que I[xl] = I[x2]. 
- Conversion par calcul en prenant la relation CA = R1 et R2 et R3 

(notez que R I  et R3 = R3) : 
Y < Y,  signifie que, pour toute interprétation et tout schéma TC, de Y,, 

c'A 
il existe un schéma x2 de Y, construit sans introduire de nouvelles actions 
ou de nouveaux tests et effectuant pour toute donnée le même calcul que x,. 
- Conversion stricte en prenant la relation ST = RI et R2 et R3 et R4. 

3 .5  Etude des 9-schémas 

Au paragraphe précédent, nous avons constaté qu'à tout 9-schéma on 
peut associer un organigramme mais que la réciproque est fausse. En appe- 
lant 3 la structure générale des organigrammes (ou des schémas avec bran- 
chement déjà définis au  2) ,  nous avons donc le résultat : 

En comparant 3 et 9, on peut même prouver le résultat plus fort suivant 
[KOS, 741 : 

Proposition 2 

Démonstration 

A tout %schéma, on peut associer un organigramme d'où 9 < 9. Pour 
iÈ 

montrer non 9 < 9, il suffit de trouver un organigramme x et une inter- 
sÈ 

prétation de cet organigramme telle qu'aucun 9-schéma (comportant les 
mêmes actions et prédicats que x) ne calcule la même fonction pour cette 
interprétation. Choisissons tout d'abord n représenté par l'organigramme 
de la figure 14. 



faux 

Figure 14 n. 

Choisissons sur le domaine D = N l'interprétation suivante (x E N) : 

I[p]  (x) = (3n) (x = 10") ; 

I[q] (x) = (3n) (x = 10" + IOn-') ; 
I[a] (x) = X + 1 . 

On trouve immédiatement 

10" < d 6 10" + IOn-' * I[n] (d) = 10" + IOn-' ; 

10" + < d 6 l o n + l  = I[n] (d) = l o n + l .  

Supposons qu'il existe un %schéma n' sémantiquement équivalent à n 
(n'  R1 et R2 n) ,  n' contient k occurrences de a. Choisissons un entier m et 
une donnée d = 10" - (k + 1) de façon que IOrn-' + IOrn-' < d 6 10". 
(Il suffit de prendre k + 1 < 10m-2.) Alors. 

I[nl] (d) = I[x] (d) = 10". 

Nécessairement, le calcul d'initialisation d pour n' contient k + 1 occurrences 
de l'action a ; comme a admet k occurrences dans TC' ,  on trouve dans n' au 
moins une instruction du type 

(1) tant que j7 faire ... a.. . fait. -- - 
Considérons la première occurrence d'une instruction de ce type utilisée 

dans le calcul de d ; avant cette instruction, dans le calcul de d, il ne peut y 
avoir d'instruction itérative effectuée au moins une fois car une telle instruc- 
tion serait de la forme 

tant que q fclire.. . a..  . fait -- - 
et son « résultat intermédiaire >> serait supérieur à IOm, ce qui est impos- 
sible. 

Avant le calcul de (1) on a donc au plus k actions rr. Le calcul de n' d'ini- 
tialisation d'  = 10" + IOrn-' - (k + 1) a donc même début que le calcul 



d'initialisation d ; après l'instruction (l), son résultat intermédiaire est 10"'+ ' 
qui est supérieur au résultat I[n] (dl), ce qui est impossible. C.Q.F.D. 

Intuitivement, la proposition que nous venons de prouver montre que les 
9-schémas sont « sémantiquement » moins puissants que les organigrammes. 
Le résultat suivant prouve cependant que les 9-schémas sont aussi puissants 
que les organigrammes sur le plan fonctionnel. 

Théorème 10 (BOHM et JACOPINI) [BOH, 661 : 

Idée de la démonstvatioiz 

Comme tout 9-schéma est associé à un organigramme, on a 9 < 8. 
FN 

Il suffit donc de prouver 8 & 9, c'est-à-dire que pour tout organigramme o, 

on peut construire un 9-schéma associé. Nous allons raisonner par induction 
sur la structure de l'organigramme. On peut décomposer un organigramme 
non vide en isolant sa première action ou son premier test : trois cas sont 
possibles qui sont représentés à la figure 15 : d, B, %? désignent le reste de 
l'organigramme, les liaisons en traits gras notées L, ou L, représentent 0, 
un ou plusieurs arcs, et sont en général plus compliquées que celles autorisées 
sui. les organigrammes associés aux 9-schémas. 

Figure 15 Décomposition d'un organigramme. 
(Les liaisons en traits gras représentent zéro, un ou plusieurs arcs.) 

Notons que les organigrammes du type 3 peuvent être ramenés à des orga- 
nigrammes de type 2 en dupliquant éventuellement certaines parties. Nous 
nous limitons donc, dans la suite, à des organigrammes de type 1 ou 2. Intui- 
tivement, pour construire un 8-schéma équivalent il faut « retenir » les 
chemins utilisés. Pour cela nous allons introduire une nouvelle donnée boo- 
léenne b et deux actions t. et f qui seront interprétées respectivement comme 



1 : organigramme o 

+ 
2 : organigramme o, j : forme de O, 

vrai 
1r 

//-' 
r 

/ \ 
\ ; P .  \ 

\ 
I 

/ '.+' 
4 : transformation de p 5 : organigramme o 

Figure 16 Etapes de la construction de O' pour un organigramme o de type 1. 
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les affectations b := vrai et b := faux. Enfin un nouveau test s est adjoint 
à 9 et interprété par : 

s = vrai o b = vrai . 
Soit un organigramme quelconque o, de type 1 ou 2 et comportant éven- 

tuellement des actions t. et f et des tests s en plus des actions de 9 et des tests 
de 9, o admet n occurrences d'éléments de 9 u 9 et m occurrences d'élé- 
ments de { v,f, s }. Prouvons par récurrence sur 3 n + m qu'on peut 
construire un organigramme o' associé à un 9-schéma et fonctionnellement 
équivalent à o. Si 3 n + m = O (o  est vide) ou si o est déjà associé à un 
%schéma o' = o convient. Autrement o se décompose en un organigramme 
de type 1 ou 2. Selon que o est de type 1 ou 2 transformons-le en un nouvel 
organigramme o, ou 0, comme cela est indiqué sur les figures 16 et 17 ; la 
transformation fait apparaître les organigrammes p, pl, p, auxquels on 
peut appliquer l'hypothèse de récurrence et qu'on peut donc transformer 
en des organigrammes p', pi ,  p i  associés à des %schémas. Enfin une der- 
nière transformation permet de replacer le test s en début d'itération et d'ob- 
tenir ainsi un organigramme o' associé à un 9-schéma. C.Q.F.D. 

Exemple 11 

Transformons l'organigramme de la figure 12 ; appliquons seulement à 
la partie %? (figure 18) la transformation proposée dans la démonstration ; 
l'organigramme obtenu o' s'écrit encore sous forme d'un %schéma : 

cr ; n ; tant que Ffaire n fait - - -  
ou n est le 9-schéma suivant 

& p  alors b ; v 

sinon si q alors c ; v sinon d ; f fsi fsi -- - - -- 

3.6  Autres structures 

Dans les %schémas, on ne peut quitter une itération que par un point 
de sortie unique : d'autres structures ne présentent pas cette contrainte, 
nous allons en étudier sommairement quelques-unes. 

a )  Les BJ,-programmes 

BOHM et JACOPINI [BOH, 661 introduisent essentiellement à titre 
d'exemple contraire de 9-schémas la construction de la figure 19 ; plus géné- 
ralement, les BJ,-schémas sont construits (figure 20) sur 

= 9 u 9 u F u  { ;, si, sinon, alors, fsi, faire, fait, -+ } - - ----  
avec la composition séquentielle cc ; f i ,  la composition conditionnelle 
si p alors cc sinon f i  fsi et un nouveau type de composition dit k-itération - - - -  
qui s'écrit 

f a i r ep ,  -+ a ,  ; p z  + r ,  ; ... ; p ,  -+ a, fait - - 
LIVERCY. - Tltéorre des programmes 4 



1 : organigramme o 

3 : forme de O, • 

2 : organigramme O, + 

4 : transformations de pl et p, 

! 

5 : organigramme O' 
* 

Figure 17 Etapes de la construction de O' pour un organigramme de type 2 .  



organigramme o à transformer 

t 

vrai 

vrai 0 
vrai ILL%& 

+ 
une étape de la transformation 

Figure 18. 

organigramme a' + 



Figure 19 faire p -, ri ; q + P fait. - - 

avec 1 6 k 6 n. Intuitivement, cette construction signifie que, si p l  est vrai, 
on effectue a,  puis, sip, est vrai, on effectue a,, . .., après a,, on revient en p l .  
L'itération est arrêtée dès qu'un pi est faux. 

Syntaxiquement, le langage BJ des BJ,-schémas est solution de : 

BJ = F u BJ ; BJ u si (YP u 3) alors BJ sinon BJ jsi - - - - 
u LJ faire [P + BJ ; I k - l  YP -+ BJ fait - - 

l < k < n  

Exercice 24 

Montrer que 9 = BJ,. 
CA 

Montrer que pour n > 2, il existe des BJn-organigrammes qui ne sont 
pas des 9-organigrammes. O 

Exercice 25 

Définir une interprétation de BJ2-schémas. 
Définir les calculs et résultats d'un BJ,-schéma. 

b) Schémas répétitifs avec exits et entrées 

Dans les structures précédentes, les possibilités de sauts sont très limitées : 
il s'agit soit de sauts a une fin de l'itération en cours, soit de retour en début 
d'itération mais après la fin de l'étape précédente. Les structures que nous 
définissons maintenant évitent partiellement ces contraintes : 



vrai 

0 

1 
Figure 20 BJ,-schémas. 

Lorsque plusieurs itérations sont imbriquées, on voudrait pouvoir sortir 
directement des i itérations englobantes : on introduit un nouveau type 
d'instruction &(i) (1 d i d n). Supposons que &t(i) soit placée dans une 
itération qui admet k itérations englobantes ; pour i < k &t(i) correspond 
à une rupture de séquence et passage à la fin de la i-ième itération englo- 
bante ; pour k < i &(i) correspond a une rupture de séquence à la fin de 
l'itération englobante la plus externe (figure 21). 

En plus des compositions sérielle et conditionnelle on trouve, dans les 
RE,-schémas, des répétitions : faire - -  a fait où a comporte éventuellement 
des instructions &. 

S>ntaxiquement, le langage RE des REn-schémas est défini sur 
J v 9 u 2 u { si, alors, sinon, fsi, faire, fait, ; ) où 9 contient des actions 
et les instructions exit - (1), . . . , exit(n). - 
RE = 9 i~ RE ; RE u s i ( 9  - u @) alors RE silzon RE fsi u Jitire RE Juit - - - - - 
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exit  ( k )  

(sortie de 

I < k < n  

Figure 22 RE,-schémas. 
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Exercice 26 

Montrer que BJ, 5 RE1. 

REC,-schémas 

L'instruction exit permet des sauts en fin d'itération ; on peut lui ajouter 
une instruction entrée qui réalise un saut en début d'itération. De même que 
pour &, on précise entrée(i) pour indiquer un retour en début de la i-ième 
itération englobante (ou à défaut, au début de l'itération englobante la plus 
externe). Les procédés de composition sont les mêmes pour les RE, et les 
REC,-schémas (figure 23). 

Syntaxiquement, le langage REC des REC,-schémas est défini sur 
9 u 9 u g u { si, ------ alors, sinon, fsi, faire, fait, ; ) où 9 contient des actions 
et l'ensemble { e&(l), ..., &(n), entrée(l), ..., entrée(n) ). 

REC 
REC 

= 9 u REC ; REC u s i (9  - u g) 
fait . - 

alors REC sinon REC f f  u faire - - - 

Liretour au début de la J 
- - - - - m m - -  

k-ième itération englobante) 

sortie de k itérations) L(, -, , , , - - , 
Figure 23 REC,-schémas. 

Variantes 

Dans les RE,, et REC,-schérhas, on ne retrouve pas la construction 
tant quepfaire x fait des %schémas. On appelle DRE, (resp. DREC,) 
schémas l'ensemble des schémas construits en ajoutant ce mode de compo- 
sition. Les intructions &(i) et a ( i )  sont définies de même façon que 
précédemment par rapport aux itérations faire - ... fait - et ne portent pas sur 
les constructions tant que p faire a fait. - - -  



3.7 Résultats généraux et conclusion 

La grande variété des structures que nous venons de définir invite à recher- 
cher les comparaisons possibles entre ces structures. Les principaux résultats 
obtenus dans ce domaine sont résumés dans une classification prouvée par 
RAO-KOSARAJU [RAO, 741 et schématisée par la figure 24 où < , 6 ? = 
sont mis pour <, <, - .  

SE SE SE 

Figure 24 Comparaison sémantique des structures Y, = U 9, . 
" 2 0  

RE, G REC, = DRE, = DREC, = Q 
v v 
RE, = REC, < DRE, = DREC, 
v v/ 
RE, G REC, < DRE, = DRECz 
v v/ 
RE,  G REC, < DRE, E DREC, 
v 

BJ, 
v 

BJ" 
v 

BJ, 
v 
B E B J ,  

Soit Y une structure quelconque parmi celles que nous venons de définir : 
d'après le résultat de RAO-KOSARAJU nous avons : 

J 

D'où, a fortiori : 
9$9$9 

Comme 9 est fonctionnellement équivalent à 9 (théorème de BOHM et 
JACOPINI), on en déduit : 



Ce résultat peut s'énoncer : 

Théorème 1 1  

Toutes les structures présentées dans ce paragraphe sont fonctionnelle- 
ment équivalentes. O 

4.0  Introduction 

Au paragraphe 2 du chapitre 2, nous avons défini un énoncé récursif de 
problème comme un ensemble de définitions du type : 

[cpi(xi, ..., xn) = Ei 
def 

dans lesquelles E, ,  ..., E, représentent les expressions contenant éventuelle- 
ment les variables x,, ..., x, et les inconnues q, ,  ..., q,. 

Les schémas récursifs de programmes, objets de ce paragraphe, formalisent 
le concept de déclarations récursives de fonctions et celui de calcul d'une 
expression contenant des occurrences de telles fonctions. Nous n'essayons 
pas de décrire formellement les procédures récursives [GRE, 751. 

Un schéma récursif est donc la donnée d'une partie déclaration notée 
q(x) t E et d'une expression r contenant éventuellement des occurrences 
de cp. Comme les autres schémas de programme présentés aux paragraphes 2 
et 3, il s'agit d'un objet syntaxique particulièrement commode pour effectuer 
des manipulations textuelles comme la substitution. Un schéma peut être 
interprété à condition de se donner un domaine D et une interprétation 1, 
des symboles de base. Une déclaration récursive q(x) .ç= E définit alors une 
fonction IE[[<p(x)l encore notée @ par abus de langage. Plus généralement 
toute expression r représente une fonction IE[r]. 

Au paragraphe 4 . 3  nous définissons IZ[[cp(x)] et plus généralement 
Ie[[z en procédant par remplacement successif de q(x) par E (cette démarche 
n'est autre que celle utilisée dans les langages de programmation pour évaluer 
une fonction définie récursivement). Il se peut que le procédé ne se termine 
pas toujours et @ peut rester indéfinie en certains points. Aussi l'applica- 
tion IE est-elle définie comme la plus petite application vérifiant plusieurs 
conditions, comme par exemple : 

I8[[cp(x)1 = IE[&1 

ou, plus généralement 

Au paragraphe 4 .3 ,  nous adoptons une démarche différente en commençant 
par associer à chaque terme z une fonctionnelle I[Ir]. Sommairement, 
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~ [ z ]  (f)  peut être obtenue à partir de z en remplaçant le symbole <p par la 
fonction f et en interprétant les différents symboles de base. En particulier, 
on associe au corps e de la déclaration récursive la fonctionnelle I [ E ] .  La 
fonction @ n'est autre que le plus petit point fixe de I[s]. Plus généralement, 
nous montrons que 

Au paragraphe 4.4, nous développons la première approche en présentant 
le concept de règle de calcul et en particulier les règles d'appel par valeur 
et par nom. Au paragraphe 4.5, nous comparons cette approche calculatoire 
et les approches fonctionnelles des paragraphes précédents, obtenant des 
résultats différents suivant que la fonction inconnue a un ou plusieurs argu- 
ments. 

Dans les derniers paragraphes, nous comparons les règles d'appel à la 
fois du point de vue de leur puissance et du point de vue de la longueur des 
calculs qu'elles définissent. 

4 .1  Définitions 

Donnons d'abord deux exemples de déclarations récursives : 

Dl : cp(~) = &p(x) alors a sinon I(x, q(g(x))) fsi - 
0 2  : $(x) * &p(x) &s g(x) sinon $($(h(x))) fsi - 

Dans le premier exemple, on voit qu'une déclaration récursive se compose 
d'une partie gauche telle que cp(x) et d'une partie droite qui est un terme 
construit à partir de x, des symboles fonctionnels g, h, du symbole propo- 
sitionnel p et de l'inconnue cp. 

Définition 1 

a) L'alphabet utilisé pour écrire un schéma récursif se décompose en : 

- un ensemble 3 = { x,, ..., x, ) de variables, 
- un ensemble F = { f, g, . . . ) de symboles fonctionnels, 
- un ensemble CF' = { p,  q, . . . ) de symboles propositionnels, 
- un ensemble F' = { cp,, . . ., cp, ) d'inconnues (fonctionnelles), 

ensembles, auxquels il convient d'ajouter les symboles auxiliaires +, G, 
alors, sinon, hi. Chaque symbole $ de F u F' u 9 est affecté d'une arité -- 
ar($). En particulier, l'arité de chaque symbole de F' est égale à n (ou n 
désigne le nombre de variables de l'alphabet). 

b) L'ensemble des termes est le langage Y défini par le système d'équations : 

Y = % u Y u % ?  
r a r ( @ )  i"= u $J 

 FU^' 

%? = U PY"'(P) &S Y a n  Y fsi - . 
p s 3  

On y ajoute des parenthèses et des virgules pour faciliter la lecture. 
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c) Un schéma récursif est un couple n: formé d'un ensemble de déclarations 
{ q,(x,, ..., x,) * E, 1 1 d i d k ) et d'un terme z. O 

Intuitivement z est le programme principal. On obtient par exemple un 
schéma récursif en associant a la déclaration D l  le terme <p(<p(x)). 

Dans la suite, on donnera les définitions et les résultats dans le cas des 
schémas récursifs a une seule déclaration, du type : 

la généralisation aux schémas à plusieurs déclarations étant possible [NIV, 781. 

4 . 2  Interprétation d'un schéma récursif 

On interprète un schéma récursif n: en se donnant un domaine D et une 
interprétation Io des symboles de F u 9. Le couple ( TC, Io ) est un pro- 
gramme récursif. 

Exemple 12 
a) On obtient un programme récursif en associant à la déclaration D l  le 

terme q(x) et l'interprétation Io sur les entiers définie par I,[p] (x) = (x= O), 
Io[u] = 1, Io[g] (x) = x - 1 et Io[h] (x, y) = x * y (produit). Ce programme 
peut s'écrire, par abus de notation, sous la forme : 

q(x) t x = O alors 1 sinon x * q(x - 1) fsi - 

et définit la fonction factorielle. 

b) Considérons l'interprétation 16 sur les entiers, égale a Io pour p et g 
et telle que Ih[a] = O et Io[h] (x, y) = x + y. On obtient cette fois le pro- 
gramme récursif  TC^, 16 ) suivant : 

q(x) .= - si x = O alors O sinon x + q(x - 1) fsi -- - 

qui calcule la somme des x premiers entiers. 

c) Interprétation associée a D 2  : pour l'interprétation 18 sur les entiers, 
définie par IO[p] (x) = (x > 100), Ig[g] (x) = x - 10 et IO[h] (x) = x + 11, 
on obtient le programme récursif (n:,, 1; ) : 

$(x) -+ - si x > 100 alors x - 10 sinon $($(x + I l ) )  fsi . - - O 
Lorsqu'on cherche à calculer 2 ! en utilisant le programme récursif ( T , ,  Io ), 

donné en a) de l'exemple précédent, on commence par se ramener au calcul 
du terme s i x  = O alors 1 sinon x * <p(x - 1) fsi pour x = 2. On continue en -- 
calculant Te test x = O et le terme x * q ( x x  l), etc.. Nous sommes ainsi 
conduits à interpréter chaque terme z par une fonction IE[[z de Dn  dans D.  
Donnons-en une définition précise. 

Définition 2 

Soit q(x) * E une déclaration récursive et soit Io  une interprétation des 
symboles de B u 9. Io se prolonge en une interprétation 1 des schémas 
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récursifs associés à la déclaration. Pour tout termes, on définit une fonction de 
Dn dans D', notée I[[cp(x) e E ,  71, OU encore IE[z]. IE est l'application la moins 
définie vérifiant les conditions suivantes : 

a) si z = xi, IE[xi] (a) = a, ; 

b) si 7 = ..., z,), IE[g(z,, ..., z,)] (a) = Io[g] (IE[z,l (a), ..., IE[[zml (a)) ; 
c) si z = cp(z,, ..., z,), 

IE[[cp(zl, ..., z,)] (a) = IE[&1 (IE[zll (a), ..., Ie[[znl (a)) ; 

d) si z = si p alors z, sinon 7, fsi, avec p = pz,, ..., zm ; - - - -  
IE[si j alors z sinon z'fsi]  (a) = SI IE[b] (a) ALORS IE[[z (a) SINON IE[z'] (a) 

où l'on définit Ie[p(z,, ..., z,)] par : 

e) IE[p(z,, . .., zm)l (a) = Iotpl (IE[z,l (a), . .., I"[zml (a)). 
On appellera par la suite fonction définie par la déclaration récursive 

~ ( x )  e E l'interprétation IE[cp(x)]. On notera cette fonction 0. • 

Remarques 

1) Dans la définition 2, il est entendu que, si G,  F,, ..., Fm sont des fonc- 
tions, G(F,, ..., Fm) est définie en un point a si et seulement si F,, ..., Fm 
sont définies en a et si G est définie au point (F,(a), ..., F,(a)). Ceci est 
essentiel pour obtenir une définition correcte de 1'. Dans la terminologie 
introduite au paragraphe 4 . 5 ,  G est une fonction stricte. 

2) L'interprétation IE existe effectivement. On peut montrer que toute 
application de 5 dans Dn  -+ D vérifiant les conditions a) à e) est point fixe 
d'une certaine fonctionnelle Z. On prouve que Z vérifie les hypothèses du 
théorème sur l'existence d'un plus petit point fixe, ce qui assure l'existence de 1'. 

Exemple 13 

Calculons IE[cp(x)l (2) pour le programme récursif définissant factorielle 
(exemple 12) : 

Ie[cp(x)] (2) = IE[sip(x) alors -- a sinon h(x, cp(g(x))) fsi] - (2) 
d'après c) et a) ; 

IE[[cp(x)] (2) = SI 2 = O ALORS 1 SINON I"[h(x, cp(g(x)))] (2) 
d'après e), a), d), b) ; 

IE[[cp(x)1 (2) = I"h(x, cp(g(x)))l (2) 
par définition de SI ... ALORS ... SINON ... ; 

IE[[<p(x)l (2) = Iothl ( IEbl  (21, IEt[cp(g(x))l (2)) 
d'après b) ; 

IE[[cp(x)l (2) = 2 * IE[cp(g(x))1 (2) 
d'après a) et la définition de I,[h] ; 
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IE[[<p(x)] (2) = 2 * IE[sip(x) -- alors a silzon h(x, q(g(x))) fsi] - (IE[g(x)] (2)) 
d'aprèsc) ; 

IE[[cp(x)r( (2) = 2 * IE[sip(x) -- alors a sinon h(x, cp(g(x))) fsil - (1) 
d'aprèrb) et la définition de I,[g] . 

En abrégeant les calculs on obtient ensuite : 

IE[[cp(x)] (2) = 2 * 1 * IE[[cp(g(x))l(l) 

= 2 * IEICsq'p(x) -- alors a sinon h(x, [cp(g(x))) fsi] (O) 

= 2 * (SI O = O ALORS a SINON IE[h(x, [<p(g(x)))]) (O) O 
= 2 * 1 = 2 .  

Exercice 27 

Pour le programme récursif de l'exemple 12, montrer à l'aide de la défi- 
nition 2 que : 

En déduire que IE[[cp(x)] (n) = n ! (pour n 3 O). 

4 . 3  Fonctionnelle associée à un terme 

Après avoir défini une interprétation des schémas récursifs par des fonc- 
tions, nous pouvons associer à chaque terme z une fonctionnelle I[z]. On 
transforme ainsi une déclaration récursive du type [cp(x) e E en une équa- 
tion fonctionnelle F = I[E] (F). Cette équation admet un plus petit point 
fixe qui coïncide avec la fonction IE[[cp(x)] définie par la déclaration récur- 
sive. Reprenons d'abord l'exemple 12 ; en remplaçant [cp par une fonction 
inconnue F et en interprétant chaque symbole de base, on obtient ici l'équa- 
tion 

F(x) = SI x = O ALORS 1 SINON x * F(x - 1) 

dont le plus petit point fixe est la fonction factorielle. 
Généralisons maintenant cette démarche. 

Définition 3. Fonctionnelle I[z] associée à un terme z. 

I[z] est définie par récurrence sur la complexité de z par les équations 
suivantes : 

a') ~ [x , ]  (F) = ha.a, (i-ième projection). 

b') I[g(z,, ..., zm>] (FI = I,[gl < I [ ~ l l  (FI, I[z,I (FI). 
c') I[[cp(zl, ..., z,)] (F) = F(I[zl] (FI, ..., I[z,] (FI). 
d')  si fi alors z, sinon z2fsi] (F) 

= SI ~ [ f i ]  (F) ALORS 1[s1l] (F) SINON I[z2] (F) . 
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De plus, si p est un prédicat on définit I[P(T,, ..., T,,,)] par 

e') Iip(s1, ..., T,)] (FI = I0[pl ( I ~ T ~ ]  (FI, .... I[sm] (FI) . • 

Le résultat suivant affirme que I[T] est une fonctionnelle continue. 

Proposition 3 

Soit T un terme sur l'alphabet x u 9 u { [cp } u 9. L'application I[zl 
associée à T est une fonctionnelle continue. O 

Démonstrution par récurrence sur la complexité de T. Etudions simple- 
ment le cas où T s'écrit z = cp(s1, . . ., 7,) (les autres cas sont très similaires). 
D'après c') I[T] (F) = F(I[T,] (F), ..., I[T,] (F)). Soit (fk) une suite conver- 
gente de fonctions. Notons : 

Il s'agit de montrer que 

sup I[T] (fk) = I[T] 
k 

soit encore 

sup fk(ft, ..., = I[T] (f) = f(I[[zl] (f), ..., I[zn] (f)) 
k 

Par hypothèse de récurrence, IUT, ] (f) = sup I[T,] (fk) = sup = f'. 
k k 

Soient x E Dn, y E D tels que f(fl(x), . . ., f"(x)) = y. Pour i = 1, . . ., n 
il existe k, tels que k 3 k, implique fk(x) = f (x). Soit z = (fl(x), . .., f"(x)). 
Il existe ko tel que k 3 ko implique fk(z) = f(z) = y. 

Finalement, pour k 3 Max (k,, . . ., k,) 

y = f(z) = fk(fi(x), . . ., fk(x)) C.Q.F.D. 

Comme on l'a montré au chapitre 2, les fonctionnelles I[T] ainsi définies 
admettent un plus petit point fixe noté y(I[z]). En particulier I[E] admet 
un plus petit point fixe que l'on notera FIX. Le théorème suivant exprime 
en particulier que ce plus petit point fixe coïncide avec la fonction @ = Ie[[cp(x)] 
définie par la déclaration récursive cp(x) t e. 

Théorème 12 

Soient n le schéma récursif (<p(x) -+ E, T), IO une interprétation. Posons 
FIX = ~(I [E])  et @ = Ie[[cp(x)]. Alors 

I[n] = Ie[[z = I[T] (FIX) . 

En particulier, si T = <p(x), 

0 = FIX . 
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Prouvons d'abord le lemme suivant : 

Lemme. Pour tout couple (6, z) de termes 

La démonstration se fait par récurrence sur z. Le seul cas non trivial est 
celui où z = [cp(r,, ..., 7,). Alors 

IE[[cp(Z1, . .., zn)] = IE[&] ( IE [~ l ] ,  ..., IE[7,]) 
d'après la définition 2, condition c) ; 

= I E r ~ ( . ~ ) i  (I&[T,I, ..., I&[[S,I) 
puisque IE[[cp(x)] = IE[&j (IE[xl], . . ., IE[x,,]) = IE[&] : 

= IE[q(x)l ( I [ ~ l j  (IE[dx)1, . .., I[~lljj (IE[[cp(x)l)) 
par hypothèse de récurrence ; 

= I[q(z1, . . ., z,)] (IE[[cp(x)l) = Ils] (I"[cp(x)l) 
d'après la définition 3 condition c') . 

Démonstratioi~ du théorème 

a) I ~ T ]  11s; (FIX) 
Puisque l'application IE est la plus petite application vérifiant les conditions 

de la définition 2, considérons l'application JVéfinie par JE[[z] = 1171 (FIX). 
Il suffit de montrer que JE vérifie les mêmes conditions. Examinons unique- 
ment la condition c). Il faut prouver l'égalité : 

JE[q(z l ,  . . ., r,)l = JE[&] (JE[r . . . , JE[?n]) ; 

égalité qui s'écrit encore : 

La formule (1) est bien vérifiée puisque, d'après la condition c). de la défini- 
tion 3, 

et que FIX = I[&j (FIX). 

b) I~T!  (FIX) L IE[s] 
En utilisant le lemme, il suffit de démontrer que 

(2) FIX C IE[q(x)] . 
En effet, IE[[t] = I[s] (IE[q(x)]) d'après le lemme 

7 I[z] (FIX) d'après (2) et la croissance de Iyz] 

Pour démontrer (2), il suffit de prouver que IE[[cp(x)] est un point fixe 
de I [ E ~ .  

Effectivement, IE[[cp(x)] = IE[&] d'après la condition c) 
= Il&] (IE[[cp(x)]) d'après le lemme. 
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4 .4  Calculs et règles de calcul 

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons associé, de deux manières 
différentes, une fonction à un programme récursif. Il nous reste maintenant 
à étudier comment calculer cette fonction en un point d E Dn. 

Ajoutons à l'ensemble des constantes (c'est-à-dire des symboles de F 
d'arité 0) les éléments du domaine D. Poui- chaque d de Dn, un calcul de q(d) 
est une suite de termes, ou dérivation, de premier élément cp(d). telle que l'on 
passe d'un terme au suivant en appliquant certaines règles appelées règles 
de dérivations. Nous allons nous limiter, par la suite, à l'étude de deux types 
de règles : la simplification et la substitution. 

Dans le reste du paragraphe, on suppose fixées une déclaration récursive 
q(x) e E et une interprétation 1,. Les termes sans occurrence de variables 
seront notés par des minuscules latines. 

Exemple 14 

Considérons à nouveau la déclaration récursive interprétée étudiée au 
paragraphe 2 du chapitre 2 

q(x) .== &x = O alors 1 sinon x * q(x - 1)Jsi . - -  - 

t, = (p(2) est un terme simplifié qui se réécrit par substitution en 
t, = si 2 = O alors 1 sinon 2 * q(2 - 1) fsi; t, peut être simplifié. En effet, 
2 = O-se simplifie en - faux, 2 * q(2 - 1) e n 2  * q(1) et 

si faux alors 1 sinon 2 * q(1) fsi --- - - 
se simplifie en t, = 2 * q(1). t, lui-même se réécrit, par substitution puis 
simplification, en 2 * ~ ( 0 )  puis en 2. Le calcul de (p(2) est la suite de termes 
simplifiés q(2), 2 * q(l),  2 * q(0), 2. 

Précisons ceci par les définitions suivantes. 

Définition 4 

On dit que t se simplifie en t' (ou que t' = Simpl(t)) si toute sous-expression 
de t sans occurrence de cp a été évaluée et si toute sous-expression de t du type 
si b alors t, sinon t fsi où b E { vrai faux } a été réduite à t, ou à t,. - - 2 -  -- 

Une définition plus rigoureuse de la simplification est possible, mais sans 
intérêt ici [VUI, 741. 

Par exemple : 

Simpl(si - 100 > 100 - alors (p(100) - sinon q(q(100 + I l ) )  fsi) - = (p(q(ll1)) , 
Simpl(si - (p(5)  > O alors 1 sinon O fsi) = si - q(5) > O alors 1 sinon O fsi . 

b) Substitution 

Définition 5 

On dira que t se réécrit en t' par substitution si un certain nombre d'occur- 
rences de cp dans t sont remplacées par E .  
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Les calculs associés à un programme récursif dépendent de façon déter- 
minante du choix des occurrences de cp a substituer. Etudions d'abord un 
exemple. 

Exemple 15 

Considérons la déclaration récursive interprétée 

cp(x) G x > 100 - alors x - 10 - sinon cp(cp(x + I l ) )  fsi - 

et le terine t = cp(cp(100)). On obtient trois termes distincts suivant la ou 
les occurrences de cp sélectionnées (et soulignées par la suite). 

1) t = p(p(100)) (règle de l'appel par valeur (V) : choix de l'occurrence 
' 

de cp laplus à gauche parmi les plus internes) 

t ,  = Simpl[q(si - 100 > 100 alors - 100 - 10 sinon - cp(cp(100 + 1 1 )))j . \ i)] - 

= cp(<p(cp(lll))) . 
2) t = p(p(100)) (règle de l'appel par nom (N) : choix de l'occurrence de 

la plus à gauche parmi les plus externes) 
t ,  = si cp(100) > 100 rr1oi.s cp(100) - 10 sinon cp(cp(<p( 100) + Il))) ,fsi - - - - 

(ici le terme obtenu ne se simplifie pas) . 

3) t = cp(p(100)) (règle de substitution pleine (P) : substitution de toutes 
les o c c u r r & ~ s  de cp) 

tp= Simpl[si - t, > 100 alors t ,  - 10 sinoiz cp(cp(tl + Il)) fsi] 
(où t, = E[IOO] = s i 0  - > 100 alors100 - 10 -ÿ;(cp(100 + 11))fsi) - 

On a encore, en simplifiant t ,  en cp(q(ll1)): 

tP = g cp(cp(ll1)) > 100 g& cp(cp(111)) - 10 

sinon cp(cp(cp(cp(1 i l ) )  + I l ) )  fsi . - - 

Cet exemple illustre le fonctionnement de la substitution. Précisons main- 
tenant la notion de règle de calcul. 

Définition 6 

Une règle de calcul R est fixée par une convention permettant de sélec- 
tionner dans tout terme simplifié une ou plusieurs occurrences sur lesquelles 
s'effectue la substitution de cp. Si t est un terme simplifié, notons le t[<p, cp] 
pour distinguer les occurrences de cp sélectionnées (notées p) ; le terGe t' - 
déduit de t par application de la règle R est : 

et on note t 3 t' 

(*) t [ ~ / < p ,  <pl désigne le terme obtenu en substituant E à 9 - - 
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Autrement dit, t '  est déduit de t  en effectuant les substitutions des occur- 
rences de cp désignées par R, puis en simplifiant. O 

Précisons à titre d'exemple les trois règles déjà présentées dans l'exem- 
ple 4. 

Règle de calcul V (appel par valeur) : On sélectionne dans tout terme sim- 
plifié l'occurrence de cp la plus à gauche parmi les plus internes. 

Par exemple sur le terme @ cp(cp(ll1)) > 100 & cp(cp(ll1)) - 10 & 
V(cp(cp(cp(1 11)) + 11))"&> 

on sélectionne la 2e occurrence de cp : 

Règle de calcul N (appel par nom) : On sélectionne dans tout terme simplifié 
l'occurrence de cp la plus à gauche (donc l'une des plus externes). 

Par exemple, sur le terme de l'exemple précédent, on trouve ici : 

i' (p (cp(l11)) > 100 . . . - 

Règle de calcul P (règle de substitution pleine) : On sélectionne ici toutes les 
occurrences de cp. 

Définissons maintenant les calculs d'un schéma récursif. 

Définition 7 

Soient TL = ( (~ (x )  e E ,  T) un schéma récursif, 1, une interprétation, d un 
élément de D et R une règle de calcul. Le calcul de n pour le couple (1. dl 
et la règle R est la suite t,, t , ,  ... caractérisée par les conditions suivantes : 

1) t ,  = r[d/x] 
et 2) pour tout i 2 0, 

a) ou bien t ,  E D et t ,  est le résultat du calcul, 

b) ou bien t i  4 t i + i .  

Dans le cas particulier où .L = cp(x), on parle encore de calcul de q(d) 
pour la règle R. On définit la fonction O,, calculée par application de la règle R 
en posant, pour tout d, O,(d) = b si et seulement si le calcul de ~ ( d )  s'arrête 
avec le résultat b. 

Exercice 28 

Reprenons la déclaration récursive interprétée : 

cp(x) e s i x  - > 100 - alors x - 10 - silzon cp(cp(x + I l ) )  fsi - 

Déterminer, pour les règles d'appel par valeur, d'appel par nom et de substi- 
tution pleine, les calculs de ~ ( 1 0 0 ) .  O 

4 .5  Relations entre fonctions calculées et plus petit point fixe 

Au terme de cette étude on peut se poser les questions suivantes. Quelles 
relations existe-t-il entre : 
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i) les fonctions calculées par application de diverses règles, 
ii) la fonction @ définie par une déclaration récursive, 

iii) et le plus petit point fixe FIX de la fonctionnelle associée ? 

Dans la suite, on sera amené à distinguer le cas où la fonction inconnue est 
monadique (cf. exemple 1) et celui où elle est polyadique. 

a)  Ccrs d'une , fourcrion ihco~n~re monadique 

Remarquons que, dans ce cas, I'ensemble des variables est réduit à un 
élément. Nous allons introduire le concept de règle sûre. Intuitivement, 
une règle R est sûre si, lorsque les occurrences de q sélectionnées par R dans 
un terme sont indéfinies, T est lui même indéfini indépendamment des autres 
occurrences de cp. Pour préciser cette définition, adoptons quelques conven- 
tions. Ajoutons d'abord une valeur non définie (notée o )  au domaine D et 
posons alors D +  = D u { o ). Si f est une fonction non définie en d, on pose 
f(d) = o .  En particulier, la fonction nulle part définie Cl vérifie Q(d) = w 
pour tout d de Dn. Adjoignons maintenant à l'ensemble des symboles fonc- 
tionnels. l'ensemble des fonctions de Dn dans D. Toute interprétation 1, 
peut être prolongée de manière canonique en posant I,[fl = f pour tout f de 
F ( D n ,  D). Si t est un terme, nous pouvons considérer le terme 

obtenu en remplaçant les occurrences de cp soit par Q, soit par f. Une telle 
expression peut être simplifiée en utilisant les règles décrites précédemment 
auxquelles il convient d'ajouter les règles suivantes : 

Simpl(f(a,, ..., a,)) = o s'il existe i tel que a, = o 
Simpl(d w alors a sinou b f i )  = o 
Simpl(sJ vrai alors a sinon o fsl) = a 
Simplk faux alors o silzon bfsi) = b 

Exemple 16 

Soit t le terme sip(3, 2) &s q(q(2)j sinon h(q(3), 4)fsi et f une fonction - - 
de N dans N telle que f(3) = 1. 

t' = t[Q/p.flq] = sip(3, 2) - alors f(Q(2)) sinon h( f (3), 4)fsi - 
Si p(x, y) est intersrété par x > y et h pa radd i t i on  

Si p(x, y) est interprété par x < y et h par l'addition 

Nous pouvons maintenant donner la définition suivante d'une règle sûre : 

Définition 8 

Une règle R est sûre si, pour tout terme r sans variable contenant des 
occurrences de cp et pour toute fonction f : D n  -+ D,  les occurrences de <p 
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sélectionnées par R sont telles que 

Notons que, si R est une règle sûre, 

Exercice 29 

a) Vérifier que, dans le cas d'une variable, l'appel par valeur, l'appel par 
nom et la substitution pleine sont des règles sûres. 

b) Considérons la règle P D  sélectionnant la plus à droite parmi les occu- 
rences internes. Vérifier que la règle PD n'est pas une règle sûre. 

La partie b) de l'exercice 29 montre clairement qu'une règle R est sûre 
seulement si, parmi les occurrences de cp qu'elle sélectionne, il y en a qui sont 
dans les prédicats des conditionnelles. Cette situation résulte du fait que 
Si b ALORS x SINON y peut être défini même si x ou y est indéfini. 

Alors, dans le cas d'une fonction inconnue monadique, les réponses aux 
questions posées au début du paragraphe peuvent être résumées par le théo- 
rème suivant : 

,Théorème 13 Soient ( q(x) e E ,  1, ) une déclaration récursive inter- 
prétée à une variable, @ la fonction définie par interprétation, FIX le plus 
petit point fixe de la fonctionnelle associée et, pour toute règle R, 0, la fonction 
calculée par application de R.  Alors 

1 @, = @ = FIX. Autrement dit, la fonction calculée par appel par 
valeur coïncide avec le plus petit point fixe. 

2 Pour toute règle R, 0, C FIX. En particulier, si @, est définie en d, 
@ ~ ( d )  = FIX(d). 

3 Pour toute règle sûre R, 0, = FIX. 

Démontrons successivement chacun de ces résultats : 

Démonstration de 1 0, = @ : ce premier résultat est assez naturel. Pour 
interpréter un schéma on effectue toujours au préalable l'évaluation des 
paramètres (définition 2, conditions b) etc)) et l'évaluation du test (condition d)). 
Une démonstration rigoureuse est laissée au lecteur. 11 s'agit de montrer plus 
généralement que Res,(~) (d) = I'(T) (d) où Res,(~) désigne le résultat, 
s'il existe, du calcul de z pour la donnée d et la règle V. C.Q.F.D. 

Exercice 30 

Soit P D  la règle introduite à l'exercice 29. Montrer que, en général, 0,, # @. 
O 

Démoi~stration de 2 @, 5 FIX : Soient pour d donnée, t!, t l ,  . .. le calcul 
de cp(d) déterminé par R et t;, t l ,  ... le calcul de cp(d) déterminé par la règle P 
(substitution pleine). 
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Posons Fi(d) = Simpl(t"[R/<p]) et Gi(d) = Simpl(tP[R/q]). On peut mon- 
trer que 

i) F, C G, pour tout i, 
ii) G, est égale à la i-ème approximation du plus petit point fixe FIX 

(cf. chapitre 2) ; en d'autres termes, FIX = U G,, 
i à O  

iii) U Fi = DR, U G, = Op. 
i $ O  i > O  

Il suit immédiatement que DR = U Fi L U G, = FIX. C.Q.F.D. 
i >  O i 3 O 

Démonstration de 3 Si R est une règle sûre DR = FIX. 
Nous allons, pour démontrer ce résultat, considérer de nouveau les calculs 

de q(d) déterminés par la règle R et la règle de substitution pleine P. Soit 
d E D fixé. Il s'agit de montrer que la suite (tm),, , déterminée par R ne prend 
pas trop de retard par rapport à la suite (t;),,, déterminée par la règle P .  

Nous avons besoin d'associer à chaque calcul t, une autre suite u,. Alors 
que la suite (t,) est obtenue en simplifiant systématiquement après substitution, 
la suite (u,) est construite en négligeant systématiquement ces simplifications. 
Le passage de u, à u,,, ne peut cependant être exécuté qu'en utilisant le 
terme simplifié t,. 

Montrons-le sur un exemple. 

Exemple 17 

Soient la définition récursive interprétée 

q(x) r si x pair alors q(x + 2) sinon q(x - 2) fsi - -- - - 

et le terme t, = q(3). On obtient, par la règle d'appel par valeur les suites 
(u,),~ O et (lm),, O suivantes : 

UO = t O  = ~ ( 3 )  , 
u, = si 3 pair alors q(3 + 2) silzon - -- - 
tl = q(1) > 

u2 = si 3 pair alors q(3 + 2 )  - -- 
sinon si (3 -2) pair alors q(3 -2 +2) sinon q(3 -2 -2) fsi -- -- --n- 

t 2  = Y(- 11, 
etc.. . 

On voit que u, contient en général des occurrences parasites et qu'il est 
nécessaire d'établir une correspondance entre les occurrences de t, et les 
occurrences utiles de u, soulignées dans l'exemple. u,, , est alors simplement 
obtenu en substituant dans u, les occurrences de q associées aux occurrences 
sélectionnées par R dans t,. Pour tout m 3 0, on a évidemment t, = Simpl(u,). 

L'intérêt de travailler sur la suite (u,) est que l'ensemble des termes 
déduits de q(d) par une suite quelconque de substitutions peut être muni d'un 
ordre d défini comme la plus petite relation d'ordre contenant les couples 
(q(d), i-:(d)) et qui soit stable par composition par des symboles fonctionnels. 
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(Y, <) est un treillis. Autrement dit, tout couple t, t' de T admet un minimum 
et un maximum. De plus, si t ,  t' sont des termes tels que t < t' et si f est une 
fonction de Dn  dans D, Simpl(t[f/cp]) est moins défini que Simpl(tl[f/cp]). 

Venons-en à la démonstration : Soient d E D et n >, O. On montre qu'il 
existe un entier m 3 O et un terme E' tel que 

En effet, la suite (uk) est croissante, donc aussi la suite min(uK, uk). Puisque 
uf: admet un nombre fini de minorants, il existe m b O tel que 

On montre, par récurrence, qu'il existe alors un terme E' vérifiant la rela- 
tion (1). Cette partie de la démonstration est indépendante du fait que R est 
une règle sûre. 

En remplaçant cp par SZ dans (1) et en simplifiant, il vient 

(3) simpl(u![Q/cpI) L Simpl(uk[Q/cp, - ~'[Q/vIlcpI) . 

Soit f l'interprétation de ~'[Q/cp] induite par Io. Puisque tn = Simpl(uF) 
et tk = Simpl(um), on obtient 

Puisque R est une règle sûre 

et avec les notations de la démonstration précédente, 

(6) Gn(d) = Simpl(tn[R/cp]) L Simpl(tm[Q/cp]) = F,(d) . 
Donc 

et puisque l'assertion (7) est vraie pour tout n, 

(8) FIX = U Gn C a,. C.Q.F.D. 
n > O  

Exercice 3 1 

Considérons la déclaration interprétée 

la règle N de l'appel par nom et la donnée d = 89. 
Calculer les premiers termes des suites (tr), (tn), (u:), (un) dans ce cas. 
Vérifier qu'il existe un entier m 3 O et un terme E'  tel que 
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b) Cas où la fonction inconnue est polyadique 
Lorsque X n'est pas réduit à une variable, les parties 2 et 3 du théorème 2 

peuvent être mises en défaut. Considérons par exemple la définition récursive 
suivante : 

Exemple 18 

q(x, y) e sl: x = O alors O sinon q(x - 1, q(x, y))& 

Il n'est pas difficile de voir que @(O, y) = @,(O, y) = FIX(0, y) = O. 
Les résultats sont différents pour x > O. En effet, considérons les calculs 

par valeur et par nom de ~ ( 1 ,  1) : 

tandis que 

4 4 ,  1) 2% -(O, d o ,  1)) 3 0 . - 
De même 

Ainsi @,(x, y) et @(x, y) sont non définis pour x > O, tandis que @,(x, y) 
et @,(x, y) sont égaux a O. Par le théorème 12, FIX(x, y) = @(x, y) et donc 
FIX(x, y) est non défini pour x > O. Il est facile de retrouver directement 
ce résultat en calculant FIX par approximations successives. Soit z la fonction- 
nelle associée a la définition précédente. On trouve successivement 

z(R) (x, y) = SI x = O ALORS O SINON 

z2(n)  (x, Y) = SI = O ALORS O SINON T(Q) (X - 1, q n )  (x, Y)) . 

Mais pour x > 0, z(R) (x, y) est non définie, donc aussi 

z(R) (X - 1, z(R) (x, y)) . Ainsi z(R) = T ~ ( R )  = FIX . 

Cette situation paradoxale n'est pas très satisfaisante pour l'informaticien, 
pas plus que ne le serait une situation dans laquelle @, serait distincte de FIX. 
Ainsi, nous sommes conduits à associer un deuxième type de fonctionnelle 
aux définitions récursives. Notons cependant que le théorème 13 reste vrai 
dans le cas général si l'on remplace dans les assertions 2 et 3 FIX par @,. 
En effet, dans ce cas, on a en général FIX C @,. 

c) Un nouveau type de fonctionnelle. 

La remarque clé, dans l'exemple précédent, est, qu'en mathématiques 
classiques F(G, H) n'est définie en x que si G et H sont définies en x et si F est 
définie en (G(x), H(x)). Une déclaration plus correcte serait 

q(x, y) -+ x = O g y déjîni alors O sinon q(x - 1, q(x, y ) ) h  . 
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Pour mieux rendre compte de l'appel par nom, étendons le domaine d'inter- 
prétation en ajoutant a D le symbole w (non défini) déjà introduit précédem- 
ment. Soit D +  = D u { o ) .  D+ est ordonné par la relation x L y o x = w 
ou x = y. 

On peut prolonger toute fonction f de D m  dans D en une application ?de 
(D + )" dans D + définie par la relation 

- 
f(x) = SI x E D m  et f définie en x ALORS f(x) SINON w . 

def 

Définition 9 

Une application f de (D')" est stricte si f(x,, ..., x,) = w dès qu'il existe 
i E [ l ,  ml avec x, = o. 

Ainsi toute fonction f de Dm dans D induit une application stricte T de 
(D+ jm dans D' . En revanche, SI . . . ALORS . . . SINON induit une application 
non stricte sur B+  x (D+)2  (OU B = { vrai, faux }). Il est naturel, en effet, de 
poser, pour (x, y) E (D+)2  

SI o ALORS x SINON y = o 
SI vrai ALORS x SINON y = x 
SI faux ALORS x SINON y = y 

Notons que, dans les paragraphes précédents, SI . . . ALORS . . . SINON 
n'est pas une application, SI b ALORS x SINON y pouvant avoir un sens 
même si x ou y est non défini. 

Indiquons dans la définition suivante l'équivalent des définitions 2, 3 et 7. 

Définition 10 

Soit ( q(x) c E ,  IO ) une définition récursive interprétée sur un domaine D. 
1, induit sur D +  une interprétation 1, définie par = I,[gl. On peut 
d'autre part associer a chaque terme z une fonctionnelle 7 1 ~ 1  sur l'espace 
9 ( ( D f  jn. D') vérifiant les conditions a ' .  . . ., e' de la définition 3. On notera - - 
FIX le plus petit point fixe de Ï[[,J. 

L'interprétation Io induit une interprétation I" des termes par des appli- 
cations de (D')" dans D f ,  vérifiant les propriétés a) à e) de la définition 2. 
On posera 6 = I"[cp(x)]. 

De même, nous pouvons définir le calcul de cp pour un point d E (D + )" et une 
règle R.  Le résultat de ce calcul sera noté 6,(d). 

Remarque Pour d E Dn, 6,(d) = @,(d). Par contre, pour d $ Dn, . ,(d) 
peut être distinct de o et donc $, et 5, sont en général distinctes. 

Exercice 32 

Déterminer la fonctionnelle sur F((D + )2, D +) associée a la déclaration 
récursive 

q(x, y) ¢- x = O -- alors O sinon q(x - 1, q(x, y))& - N 

Calculer FIX et 6,. Vérifier que FIX = 6, 7 6,. 
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Vérifier que FÏX n'est pas une application stricte En particulier, montrer 
que FIX # m. O 

Comme le prouve l'exercice 32, le plus petit point fixe associé a un programme 
récursif n'est pas nécessairement strict. Il nous reste à étendre la notion règle 
sûre. 

Définition 11 

Une règle R est fortement sûre si pour tout terme r simplifié, sans variable, 
contenant des occurrences de cp et toute application f : (Dt)" -t D t  non 
nécessairement stricte, les occurrences de cp sélectionnées par R sont telles que 

Remarquons que toute règle fortement sûre est une règle sûre mais que la 
réciproque est fausse comme le montre l'exercice suivant. 

Exercice 33 
Montrer que les règles d'appel par nom et de substitution pleine sont 

fortement sûres. Montrer que la règle d'appel par valeur n'est pas fortement 
sûre. O 

Nous pouvons maintenant écrire des équivalents des théorèmes 12 et 13. 

Théorème 14 6 = TX 

Théorème 15 

i 6, = 6 = FÏX. 
2 Pour toute règle R, 6, L FÏX. - 
3 Pour toute règle R fortement sûre, 6,- = FIX. 

En particulier, il résulte de 3 et de l'exercice 33 que la règle d'appel par nom 
est fortement sûre et donc que 6, = FIX. 

4 . 6  Relation entre les règles d'appel par valeur et d'appel par nom 

Nous voulons montrer dans ce paragraphe que, lorsque l'appel par nom donne un 
résultat différent de l'appel par valeur, il y a en quelque sorte des paramètres inutiles 
et que l'on peut écrire une définition récursive équivalente avec passage des paramètres 
par valeur. Etudions tout d'abord quelques exemples. 

Exemple 19 

Considérons la définition récursike 

q(x; y)  = g x  = O &s O -q(x - 1, q(x,y)) Jr l f i  

On constate immédiatement que la valeur de @,(x, y) ne dépend pas du tout de y. 
On peut donc supprimer y de cette définition. La fonction Y, associée à la définition 

$(x) e $ x = O alors O sinon $(x - 1 )  + 1 f-' 
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vérifie effectivement 

Les exemples suivants peuvent sembler quelque peu triviaux puisque le premier 
ne comporte aucune récursivité et que le terme de droite du second contient une seule 
occurrence de <p et que, de ce fait, toutes les règles se confondent. Cependant, si l'on 
effectue un appel dans lequel les paramètres effectifs ne sont plus des valeurs simples 
mais des termes quelconques, il redevient essentiel de savoir si l'on évalue d'abord les 
paramètres ou si l'on effectue d'abord la substitution. 

Soit, par exemple, la déclaration q(x) -= 1. Il est clair que @,(x) = @,(x) = 1. 
Par contre, si l'on considère maintenant une deuxième déclaration $(XI e $(XI, 
l'évaluation de l'appel <p($(x)) diffère selon que l'on utilise la règle d'appel par valeur 
ou la règle d'appel par nom. Cette question mériterait une étude détaillée que nous ne 
pouvons entreprendre ici. 

L'exemple 20 montre qu'il peut être nécessaire de se ramener à plusieurs équations. 

Exemple 20 

Considérons la déclaration 

et le système 

Cette fois, la valeur de @,(x, y, z) dépend soit de x, y, soit de x, z. Plus précisément, 
pour chaque x, une seule des valeurs Y$(x, y) et Y$(x, z) est définie. On peut donc 
calculer @,(x, y, z) en calculant parallèlement Y$(x, y) et Y$(x, z). Au plus, un de ces 
calculs se terminera, donnant la valeur de @,(x, y, z). Nous utilisons, pour traduire 
cette situation, la notion de borne supérieure. Considérons une famille (x,),, , d'éléments 
de DC tels que, pour tout couple (s, t), x, = o o j x ,  = o o ~ x ,  = x,. Cette famille admet 
une borne supérieure que l'on note U xs .  

S E S  

Si S = { 1, ..., n }, on écrit la borne supérieure U x, sous la forme 
l < i < n  

Ainsi, dans le deuxième exemple, @,(x, y, z) est égal à Y$(x, y) v Y$(x, 2). Cette 
dernière notation exprime assez bien l'indéterminisme introduit pour conserver uni- 
quement les paramètres utiles. • 

Présentons enfin un troisième exemple mettant en évidence la nécessité d'introduire 
l'indéterminisme jusque dans les définitions récursives elles-mêmes. 

Exemple 21 

On considère la définition récursive 

(1) q(x,, x,, ..., x,) == &p(x,) e s  x,  siMolZ q(x2; ..., x,, h(xl))fi  

Il est clair que @, dépend, soit de x, seulement, soit de x, et x,, soit plus généralement 
des i premières variables x,,  ..., x,. Il existe donc n fonctions @', D2, .... @" telles que 
l'on puisse écrire 

@,(x,, ..., x") = @l(xl) V B2(x1, x,) V . . .  v @"(x,, ..., X") . 
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Nous voulons montrer que la famille (@'),,,,,est définie par un système récursif. 
Remplac,ons pour cela cp par <pl v . . .  v <pn dans (1). Il bient, après dé~eloppement 

<p1(x1) v . . .  v cp"(x,, ..., x,) = 
sipix,) &s x, sinoll of-' - 

v sf: 1p(x1)  &s <p1(x2) sinon of-' 
v si 7p(x1)  alors cpn-'(x,. . . .. x,) v cpn(x,, ..., x,, h(x,)) sinon w fsi - - - - 

En séparant les variables et en faisant en sorte que les cp' aient des << domaines )) 
deux à deux disjoints, on obtient successivement les équations 

cpl(xl) = g p ( x l )  &s x,  silzon of-' 

(p2(xl, x,) = -' 1 p ( x , )  &s <pl(x;) sinolz ofsi 
cp"(x1, ..., x,) 

+ G~p(x,)a&s <p"-'(x,, ..., x,) v <pn(x2, ..., h(x,))sinollofi 

Il est clair que chaque Q' peut être calculée en appliquant la règle de l'appel par valeur 
(mais en utilisant uniquement les variables x,. . . ., xi). Ainsi 

Exercice 34 

a) Calculer les domaines de définitions de @$, . . ., @; de l'exemple 21. 
b) Donner des expressions explicites de ces fonctions (@$ peut être exprimée comme 

la borne supérieure d'une famille infinie de fonctions). 
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat général suivant, démontré par 

de ROEVER [ROE, 751. Commençons par introduire la notation suivante : 
Si x = (x,, ..., x,) est un n-uplet et si s = (s,, ..., s,) est un m-uplet d'entiers 

tels que 1 < s, < s, < ...  < s, < n, on note x, le m-uplet (x,,, . . ., xSm). 

Théorème 16 

Etant donnée une définition récursive q(x) e s, on peut déterminer un ensemble S 
de uplets de [l, n] et un système de définitions mutuellement récursives 

tels que, pour tout x E Dn 

Commentaire. Pour chaque s E S: x, représente une combinaison de paramètres 
nécessaires et suffisants pour le calcul de @, en un point de Dn.  Le résultat de 
DE ROEVER exprime qu'on peut trouver un système de définitions récursives tel 
que, pour tout x E Dn, les valeurs y, = @;(x,) sont compatibles entre elles et tel 
que @,(x) soit la borne supérieure de y,. 

4 . 7  Complexité des calculs. Une règle optimale 

Nous avons vu sur des exemples que l'appel par valeur était optimal dans le cas 
d'une variable. Dans le cas général, il arrive que l'appel par valeur ne permette pas 
d'obtenir le résultat espéré. A l'inverse, l'appel par nom nécessite de nombreuses 
substitutions. 



Exemple 22 

Considérons la déclaration q ( x )  t x > O a& x - 1 s& q ( q ( x  + 2 ) ) f A .  
L'appel par nom génère le calcul : 

d o )  + 9 ( < ~ ( 2 ) )  -+ 9 ( 2 )  > O&s ~ ( 2 )  - 1 sinon q(q(cp(2) + 2))fsI: - 
+ 9 ( 2 )  - 1 + O . O 

Dans la deuxième substitution ci-dessus. le terme q(2)  a été reproduit à trois exem- 
plaires et de ce fait calculé deux fois ; pour éviter ces duplications, VUILLEMIN 
propose la règle du report énoncé ci-après. 

Règle du report ( R )  : R sélectionne dans un terme z l'occurrence de q la plus à gauche, 
ainsi que toutes les occurrences admettant mêmes arguments que celle-ci. 

Ainsi, dans l'exemple, les trois occurrences de q(2)  sont substituées simultanément. 
La règle du report apparaît moins efficace que l'appel par nom si ces trois substitu- 
tions sont comptées indépendamment. Il n'est pas difficile cependant d'implémenter 
cette règle de telle sorte qu'un seul calcul soit nécessaire. L'idée est d'éviter les recopies 
en faisant pointer les diverses occurrences de q vers une unique copie. 

Exemple : i i  q(2)  > O cr1or.s q (2)  - 1 ~ ino~ î  q(q(co(2) + 2)) .  -- -- - - 

Remarquons que, dans le cas d'une variable, un calcul régi par la règle du report 
contient les mêmes substitutions que le calcul régi par la règle d'appel par valeur, 
mais dans un ordre différent. Dans ce sens, la règle d'appel par valeur peut être consi- 
dérée comme également optimale dans le cas d'une variable. 

Exercice 35 

Considérons le programme récursif suivant permettant de calculer la fonction 
d' Ackermann 

Aix,  y )  -==dx = O & y  + 1 sinon s i y  = O & A(x - 1 ,  1) 

sinon A(x  - 1, A(x,  y - 1))fZfsq: . 

Calculer A(2. 1 )  en appliquant successivement les règles d'appel par valeur, d'appel 
par nom, du report et la règle de substitution pleine. Calculer, dans chaque cas, le 
nombre de substitutions effectuées. O 

4.8  Conclusion 

La puissance des schémas récursifs réside principalement dans le fait qu'ils 
sont en même temps un moyen commode de poser les problèmes (voir 2 .2)  
et un outil de calcul effectif des solutions. Nous avons essentiellement étudié 
ici l'approche point fixe des schémas récursifs, telle qu'elle a été développée 
depuis 1969 par SCOTT et De BAKKER, puis par de nombreux autres cher- 
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cheurs. Nous n'avons pas abordé les problèmes de relations entre schémas de 
programmes avec branchement et schémas récursifs ainsi que les problèmes 
d'équivalence entre schémas récursifs. 

5 CALCUL RELATIONNEL RÉCURSIF 

5 . 1  Présentation 

Jusqu'à présent, nous avons rencontré trois types de schémas de pro- 
gramme : 

- les schémas avec braizchemerzts qui sont rudimentaires quant à leurs 
structures de contrôle et assez éloignés de la pratique actuelle de la pro- 
grammation ; 
- les schémas itératifs qui formalisent les structures de contrôle des lan- 

gages de programmation ; 
- les schémas récursifs qui rendent compte des procédures récursives. 

Ici, on introduit un outil formel, le calcul relationnel, qui contient ces divers 
types de schémas et qui permet d'étudier les preuves de correction de pro- 
gramme (§ 4.5). Outre les caractéristiques énoncées, ce cadre permet de 
comparer des programmes et introduit l'indéterminisme pour lequel on peut 
trouver plusieurs justifications. 

D'une part, certaines instructions de contrôle telles que l'instruction condi- 
tionnelle, l'itération, etc. contiennent, elles-mêmes, une forme d'indéter- 
minisme. Dans le cas des conditionnelles, par exemple, le choix de la branche 
de sortie nécessite une interprétation, mais notre but étant de travailler sur 
un système formel hors des interprétations, l'indéterminisme s'introduit 
donc naturellement. D'autre part l'indéterminisme permet de simplifier la 
théorie puisqu'il est inutile de vérifier que les constructions du système conser- 
vent le déterminisme. L'introduction de l'indéterminisme conduit a ne plus 
considérer les programmes comme des fonctions (éventuellement partielle- 
ment définies) des initialisations vers les résultats, mais comme des relations 
binaires entre ces valeurs. 

Pour plus de simplicité, nous limitons l'exposé au cas des schémas rela- 
tionnels à une variable qui correspondent aux schémas de Ianov (8 2.5) ; 
l'unique variable est alors un vecteur d'état. Pour les mêmes raisons de sim- 
plicité, nous n'étudierons, ni ne spécifierons, les opérations de base de notre 
langage de programmation, mais seulement les constructions fondamentales 
et leur interprétation relationnelle. 

Un schéma relationnel spécifie un calcul ou une suite de calculs, on peut 
distinguer plusieurs points de vue : 

- le schéma doit être interprété et alors il spécifie des suites de calculs du 
domaine d'interprétation (approche opérationnelle) (9 5.4)  
- le schéma est un système d'équation dont les solutions sont des calculs 

(approche calculatoire) (§ 5.5)  ; 
- le schéma est la notation d'une relation (approche dénotationnelle) 

(9 5 . 6 ) .  



5 . 2  Opérations sur les relations et constructions de programmes 

Le calcul relationnel est un système algébrique, qui généralise les treillis 
distributifs ; les opérations de base sont celles portant sur les relations, c'est-à- 
dire celles, définies sur les parties de l'ensemble D x D, auxquelles on ajoute 
les opérations de composition et de produit itéré. 

Dans la suite, on dit qu'un programme n spécifie une relation R si. pour 
tout (x, y) E D x D on a x R y si et seulement si y est un résultat possible 
du programme n pour la donnée x. Notons qu'une même relation peut être 
spécifiée par plusieurs programmes. 

a)  Composition de relations 

Soient deux relations R, et R, ; la composée de R I  et R, est notée R,  ; R, 
comme la composition séquentielle des programmes. Elle est définie par : 

R, ; R ,  = { ( x , y ) ~ D  x D ~ Z E  D ( x R 1 z e t z R , y ) ) .  

Si n1 et n, sont deux programmes spécifiant R ,  et R,, alors un programme 
spécifiant R ,  ; R, est le programme n, ; n, obtenu par composition sérielle 
à partir des deux programmes n, et n,. 

Exemple 23 

Soient D = Rd, R I  = { (x, x + 1) 1 x E N ) et R2 = { (x, 2 x) 1 x E N ) 
alors R, ; R I  = { ( x , x  + 2 ) l x ~ N )  

R, ; R , =  { ( x , 2 x +  1 ) l x ~ N )  

R 2 ; R l  = { ( x , 2 x + 2 ) I x ~ N ) .  

b) Uiziolzs de relations 

Soient R,  et R, deux relations ; la réunion, notée R,  u R, est définie par 

Si n1 et 71, sont deux programmes spécifiant R, et R, alors un programme 
spécifiant R, u R, est un programme que l'on pourrait noter choix (n,, 71,) ; 
cela signifie que I'on choisit, de manière indéterministe, entre effectuer 71, 

ou effectuer n,. 

c)  Relatioizs associées à un prédicat 

Un prédicat p est, par définition, une fonction de D dans { vrai, faux ). 
Un prédicat p est dit total si c'est une fonction partout définie sur D. 

On associe a un prédicat p: une relation que nous notons aussi p, cette 
relation est définie par 

p = { (x, x) E D x D / p(x) = vrai ) . 

On associe à p une relation notée 6 que I'on appelle la négation de p, elle 
est ainsi définie : 

- 
p = { (x, x) E D x D / p(x) = faux ) 



Exemple 24 

Si D = N et si 'zéro'(x) est le prédicat x = O on a alors 

x 'zéro' y si et seulement si x = y = O - 
x 'zéro' y si et seulement si x = y et x # O . 

Remarquons que p ; q est la relation associée au prédicat p et q, tandis 
que p u q est la relation associée au prédicat p ou q. 

Exercice 36 

1 )  Si p est un prédicat et R est une relation, vérifier que 

x(p ; R) y si et seulement si p(x) et x R y . 

2) Si q est un prédicat, vérifier que 

x(p ; R ; q) y si et seulement si p(x) et x R y et q(y) . • 

d )  Description de l'instruction si.. . alors.. . sinon.. . fsi 

Si T C ~  spécifie la relation R I  et si TC, spécifie la relation R,, alors le programme 
~i p alors n1 sinon n, /si spécifie la relation entre x et y définie par - -  - - 

(p(x) et x R,  y) ou (non p(x) et x R, y) . 

Compte tenu de l'exercice 27 ceci est équivalent à : 

x(p ; RI) y ou xCp ; R2) y 
c'est-à-dire 

X[(P ; Rl)  u Cp ; R2)l Y 

ainsi le programme si p ulors n, sinon TL, j3i 'spécifie la relation - - - - 
(P ; RI) u (F ; R2). 

e)  Intersection de relations 

Soient R I  et R, deux relations, l'intersection de R I  et R, est notée R, n R,, 
elle est définie par 

R, n R ,  = { ( x , y ) ~ D  x D 1 x R 1 y e t x R , y ) .  

Elle n'a pas d'interprétation au niveau de la construction des programmes, 
c'est essentiellement une opération qui permet de construire de nouveaux 
prédicats à partir des résultats d'un calcul (voir l'exercice 37). 

Exercice 37 

Montrer que si p et q sont des prédicats p ; q = p n q. O 

j") Inverse d'une relation 
L'inverse d'une relation R notée R- '  est par définition 

R-'  = { ( x , y ) ~ D  x D l y R x } .  
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L'opération R- '  correspond intuitivement à la recherche d'une initiali- 
sation ayant conduit à un résultat connu. 

8)  Relations constantes 

Introduisons trois relations constantes. Ce sont la relation vide, la relation 
identité ou d'égalité, la relation universelle ou pleine : 

- la relation vide est notée R = @ ; pour aucun couple (x, y) E D x D on 
a x R y ; R est spécifiée par un programme qui ne termine jamais ; 
- la relation d'identité (ou d'égalité) est notée E = { (x, x) E D x D 1 x E D ) 

(elle est aussi notée 1 par certains auteurs). La relation E est spécifiée par 
un programme qui ne fait rien, par exemple le programme vide, c'est-à-dire 
sans instruction (à ne pas confondre avec le programme qui spécifie la rela- 
tion vide R) ; 
- la relation universelle ou pleine notée 

U =  { ( x , y ) ~ D  x D I x E D , ~ E D ) = D  x D .  

Exercice 38 

a) Montrerque R ; E  = E ; R = R. 
b) E est un prédicat. Que vaut le prédicat E ? 
c) Montrer que si E alors 7~ sinon 71 jsi spécifie la même relation que n.  

Exercice 39 

Montrer que R u R = R, R n R = R, R ; R = R, p ; = R. O 

Exercice 40 

Montrer à partir de l'exercice précédent et en utilisant les propriétés des 
opérations introduites, que le programme 

si p alors si p alors n sinon n' fsi sinon nl ' f s i  - - - - - - - - 
spécifie la même relation que le programme 

si p alors n sinon n f l f s i  . 

Exercice 41 

1) Montrer que (R ; R-') n E = R ; U n E. 
2) Vérifier que (R ; R-') n E est un prédicat. 
3) Donner une interprétation informatique de ce prédicat, c'est-à-dire à 

l'aide d'une propriété du programme qui spécifie R.  O 

h)  Inclusion de deux relations 

L'inclusion de deux relations est à comprendre comme l'inclusion des 
parties de D x D.  

Soient n1  et 71, spécifiant respectivement RI  et R,. Si R, est inclus dans R, 
et si n1 peut fournir y à partir de x alors il est de même de n ,  ; si 77, et 7 1 ,  sont 
déterministes cela signifie que si n1  termine pour x alors 71, termine pour x 
et fournit le même résultat que n,. On retrouve une nouvelle forme d'isologie 
qui n'est pas symétrique (8 2.6). 
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Exercice 42 

Vérifier que 

RI u R, = Rl o Rl n R, = R, o R, c R1 

RI ; (R2 u R d  = (RI ; R2) u (RI ; R d  
R 1 ç R 2 * R 1 ; R c R 2 ; R  et R ; R l c R ; R 2  

R c R  et R c U .  

Pour tout prédicat R  ç p et p ç E. 

Exercice 43 

a) Montrer que R1 ; (R, n R,) c (RI ; R,) n (RI ; R,). 
b) Montrer sur un contre-exemple que l'inclusion réciproque n'est pas 

vérifiée. 

Exercice 44 

Donner des propriétés informatiques du programme spécifiant R  sachant 
que R  vérifie : 

i )  Itéré d'une relation 

Soit R  une relation, l'itéré de R  noté R* est par définition 

R " = I u R u R ; R u  ... U R ; . , .  ; R U  ... = U Rn - n 3 O 

n fois 

où par convention R0 = E et Rn = Rn-' ; R. 

Exercice 45 

a) Montrer que « R  transitive » est équivalent à R  ; R  c R. 
b) En déduire que, si R  est réflexive et transitive, R" = R. 
L'opération d'itération va nous servir pour décrire les instructions 

tant que.. . faire.. . fait. 

j )  Description de l'instruction tant que. .. faire. .. fait - - - 
Soient un prédicat p et un programme n spécifiant une relation R. Le 

programme tant que p faire rc fait consiste en l'exécution de n tant que p 
est vérifiée à l'entrée ; ce programme spécifie une relation entre x et y ainsi 
définie : il existe une suite x,, . . ., xn telle que x =  x,, xn= y, x,(p ; R) xi+ 
si i < n et non p(y). 

Autrement dit, il existe n tel que x(p ; R)" y et non p(y). Cela corresp- 
pond à x U (p ; R)" y et non p(y): ce qui est équivalent à 

n 3 O 

LIVERCY. - Théorie des programmes 



118 Chapitre 3 

Le programme tant que p faire n fait spécifie la relation (p ; R)" ; que -- - - 
nous notons p * R (on peut remarquer l'analogie de telles expressions 
avec les traces de programme (8  2.6)). 

Nous convenons que la priorité des opérateurs est, dans l'ordre décrois- 
sant, la suivante 

[* ; n u]. 

Exercice 46 

Justifier la convention : (< la relation R ; (P ; R)'" p est spécifiée par le 
programme repeter n jusqu'à p )). -- 

Exercice 47 

a) Montrer que 

b) En déduire que tant que p faire TC fait spécifie la même relation que 

si p alors n ; tant que p faire 71 fait fsi . - -  
Au niveau des prédicats nous avons déjà assimilé le prédicat à la relation 

qui lui est associée ; nous ferons de même au niveau des programmes en 
assimilant le programme à la relation spécifiée par lui ; en toute rigueur, 
il ne faut pas confondre ces deux notions. 

Signalons que nous n'avons pas encore envisagé deux types de construc- 
tions : 

- les appels de procédures (cela viendra plus loin comme un outil essen- 
tiel) ; 
- les branchements qui peuvent être simulés par des appels de procédure. 

5 . 3  Approche axiomatique 

Les propriétés algébriques des opérations sur les relations peuvent être présentées 
de manière axiomatique, ce qui offre les avantages suivants : 

- On est ramené à un petit nombre de propriétés de base, 
- la démonstration d'une propriété peut être mécanisée, offrant ainsi une ébauche 

d'automatisation de tels processus. Cela peut être une première étape vers des logiciels 
de preuves de propriétés de programmes. 

Mais une telle approche peut être moins intuitive et rendre les démonstrations indi- 
gestes. 

Les différents axiomes que l'on peut proposer pour formaliser le calcul sur les rela- 
tions se divisent en trois classes : celle des treillis distributifs, celle des algèbres rela- 
tionnelles et celle des algèbres régulières. Nous épargnerons au lecteur l'énoncé fasti- 
dieux des axiomes et des propriétés immédiates ou moins immédiates qui en découlent 
et le renverrons pour cela à quelques ouvrages ou articles spécialisés. 

a )  Axiomes des treillis distributifs 

C'est certainement la partie de l'axiomatique la plus connue. elle remonte à BOOLE 
et De MORGAN vers le milieu du 19e  siècle et le nom du premier lui est souvent 
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associé. Il s'agit de formaliser les propriétés des relations comme éléments de l'en- 
semble ?(D x D) des parties de D x D. On pourra consulter à ce sujet le cours 
d'Algèbre de McLANE et BIRKHOFF [McL, 701 (ou pour plus de renseignements 
Lattice Theory de BIRKHOFF [BIR, 671). 

Exemples d'axiome 

Idempotence de la réunion : X = X u X. 
Consistance : si X Y et Y c X alors X = Y. 

b) Axiomes des algèbres relationnelles 

TARSKI, le premier, dégagea ces axiomes. Ils formalisent la composition et l'in- 
version ainsi que leurs rapports avec les opérations des treillis distributifs. On trou- 
vera les axiomes de TARSKI dans un article de de BAKKER et de ROEVER [BAK, 731 
et une version légèrement différente dans Lattice Theory de BIRKHOFF déjà cité. 

Exemple d'axiomes 

1 )  Distributivité de l'inversion par rapport à la composition : 

2) Règle sur R : si (X ; Y) n Z = R alors (Z ; Y-') n X - '  = C l .  

c )  Axiomes des algèbres régulières 

Ces axiomes formalisent les propriétés de l'itération. Ils ont été étudiés surtout 
par CONWAY, qui a résumé ses résultats dans « Regular Algebras and Finite Ma- 
chines >> [CON, 711 a partir de l'étude des comportements des automates finis, des 
langages réguliers et particulièrement du théorème de KLEENE. CONWAY montre 
qu'il n'existe pas d'axiomatique finie d'où l'on puisse déduire toutes les propriétés 
de l'itération. Par conséquent, pour obtenir une axiomatique complète: il faudra soit 
poser une liste infinie d'axiomes, soit définir une règle d'inférence : c'est cette derniére 
voie que nous suivons. Cette règle qui est un avatar de la règle de récurrence sur les 
entiers aura l'avantage de s'appliquer à toutes les définitions récursives, et pas seule- 
ment à celle de l'itération (R* = E u R ; R*). 

Exentple d'axiome de Conuay 

L'axiome qu'il nomme « union-étoile >) s'écrit : 

(X Y)" = (X" . Y)" . X" 3 .  

Outre les axiomes que nous venons de suggérer, il nous faut, pour formaliser les 
propriétés des programmes, des axiomes sur les prédicats. 

d )  Axiomes sur les prédicats 

Ils sont au nombre de trois et sont particulièrement simples 

5 . 4  Approche opérationnelle 

L'outil  relationnel, q u i  déjà ne  contient pas  de branchements, serait vrai- 
ment  pauvre s'il ne  possédait pas une  possibilité de  définir récursivement 
des relations. C e  concept  correspond à celui d e  procédure récursive d a n s  la  
programmation.  C o m m e  on le fait  au paragraphe  4 p o u r  les schémas récursifs, 
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on construit les termes relationnels en utilisant les opérations ; et u ,  les 
constantes R, U, E, des symboles de relations constantes à interpréter et 
des symboles de relations inconnues notés RI ,  R2, ..., Rn. 

a)  Spéc$cation d'une relation par un couple déclaration-programme 

Poussant plus loin la comparaison, on peut très bien admettre que la spé- 
cification d'une relation par un programme (disons principal) fasse référence 
à des relations spécifiées ou définies récursivement ailleurs, dans une partie 
déclaration. 

Définition 10 

Un schéma relationnel est un couple .n = (A, T) dans lequel T est un terme 
relationnel et A un ensemble de déclarations du type 

où les Ti sont des termes relationnels et où Ri F Ti se lit << Ri est récur- 
sivement défini par Ti ». 

Un terme S sera parfois noté S(R,, ..., Rn) pour préciser les occurrences 
des R j  figurant dans S ; la notation S(S,, ..., Sn) désigne alors le nouveau 
terme obtenu en remplaçant R I ,  ..., Rn par les termes SI ,  ..., Sn. 

Exemple 25 

({ Rl e= (P ; A ; RI) u F 1, RI) 

( { R I G P  ; R z u F , R z e p  ; A  ; R ,  u p  ; R I  ) , R i )  

sont des schémas relationnels. 

Exercice 48 

Définir à l'aide d'une grammaire la syntaxe des termes relationnels. il 

Exercice 49 

On suppose que l'action élémentaire A est l'affectation x := a(x). Donner 
des schémas récursifs monadiques qui correspondent intuitivement aux 
deux schémas relationnels de l'exemple 25. 

Exercice 50 

Comparer les deux schémas de l'exemple 25. 

b) Calculs des schémas relationnels 

Comme précédemment, pour définir des calculs, on interprète. Ici on 
donne une interprétation des symboles de relations constantes sur un domaine. 
Par abus d'écriture, on identifie, dans la suite, un symbole relationnel et 
son interprétation. 

Exemple 26 

Examinons le schéma ({ R i  -== p ; A ; R I  u p ), RI). Choisissons N2 
comme domaine, et interprétons A par l'affectation (xl, x2) + (x, - 1, x1 * x,) 
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et p par le prédicat (x,, x,) # (O, x,). Evaluons l'une des valeurs associées 
à (2, 1) par la relation ainsi définie. 

Donc à (2, 1) appliquons RI ,  ce qui revient (réécriture) à appliquer 
p ; A ; RI u p. Choisissons l'une des branches du choix défini par l'union, 
disons la première : cela conduit à appliquer p ; A ; RI.  Dans la compo- 
sition, appliquons d'abord p, nous obtenons (2, 1) car 2 f O puis appli- 
quant A on obtient (1, 2). Il reste à appliquer RI ,  etc. Chaque étape est carac- 
térisée par 

- la valeur de (x,, x,) à ce moment 
- l'expression de la relation qu'il reste à évaluer. 

Nous y ajouterons la liste des différentes « opérations » déjà effectuées, 
c'est en quelque sorte la « trace )) du calcul ; cette trace est utilisée au para- 
graphe 5 du chapitre 4. 

Un calcul n'est réussi que si l'on arrive à E (c'est-à-dire plus rien) comme 
expression à évaluer. Ainsi on obtient : 

Trace 

A 
A 
A 
P 
PA 
PA 
PA 
P AP 
P AP 
PAPA 
PAPA 
PAPAF 

Valeur Expression à évaluer 

R 1 

p ; A ; R , u F  
P ; A  ; R I  
A ; R I  
R 1 

p ; A ; R , u F  
p ; A ; R ,  
A ; R I  
R I  
p ; A ; R i u F  - 
P 
E 

Remarquons, que si à la troisième étape on avait choisi la deuxième branche 
de l'alternative on aurait obtenu (2, l), j5 et on n'aurait pas pu obtenir un 
calcul réussi. O 

Définition 11 

Soit (A, T) un schéma relationnel interprété. Un couple (CA, x, S) (a', x', S') 
est un pas de calcul s'il vérifie l'une des propriétés suivantes : 

1) S = A ; S' et A est une notation de relation constante (interprétée) 
telle que xAx' et a' = aA. 

2) S = A, S' = E, xAx' et a '  = RA. 
3) x = x' et ti = CA' et soit S est une réunion contenant S' soit S = Ri ; S" 

et S' = Ti ; S" soit S = Ri et S' = Ti. O 

Définition 12 

Un calcul, de donnée x,, est une suite (a1: x,, SI), . .., (CA,, x,, Sn) telle 
que Sl est T, al est vide et (ai, xi, Si) (a i+l ,  xi+,, Si+ ,) est un pas de calcul. 



Le calcul est réussi si Sn = E. S est la relation spécifiée par (A, T) si, pour 
chaque couple (x, y), xSy si et seulement s'il existe un calcul réussi 

(ci1, xl,  SI), ..., (a,, x,, Sn) tel que x, = x et x, = y . 

Notons qu'on a choisi la règle sémantique la plus simple. qui consiste à 
remplacer un appel d'une procédure par le texte de la procédure. Comme 
on applique cette règle à partir de la variable, cela correspond, pour les schémas 
récursifs, à l'évaluation de l'intérieur, c'est-à-dire à l'appel par valeur. On 
sait que, dans le cas monadique, c'est-à-dire qui nous concerne. cela donne 
les mêmes résultats que l'appel par nom. 

c) Relation spécijîée pur un programme et plus petit point jixe 

En s'appuyant sur des méthodes analogues à celles décrites au para- 
graphe 3 .4  on démontre que la relation que l'on vient de définir est la même 
que celle qui est définie en remplaçant chaque occurrence des Ri par la plus 
petite solution (au sens de l'inclusion) du système d'équations 

R I  = T  ,,..., R n = T n .  
def def 

On sait que dans le cas où n = 1, elle est donnée par U T:(R). On montre 
k E 

ainsi la coïncidence entre les sémantiques opérationnelle et du plus petit 
point fixe. 

Exercice 51 

Soit ({ R I  e p ; A ; R I  u ), R I )  le schéma relationnel interprété de 
l'exemple 25. Calculer la relation spécifiée par les calculs et celle définie par 
plus petit point fixe. O 

5 . 5  Approche dénotationnelle : lep -calcul 

La sémantique dénotationnelle déduit la signification des relations définies récur- 
sivement: à partir de leur notation. Il est utile pour cela que la notation de la relation 
ne fasse plus appel à une partie déclaration. 

Chaque occurrence de Ri dans le programme principal T est remplacée par une 
expression qui s'écrit pi RI ,  .. ., Rn[T,, . . ., Tn] dénotant la 1-ième composante du 
plus petit point fixe du système R I  = T l ,  ..., R n  = T,. 

def def 

Exemple 27 

Ainsi les programmes définis a l'exemple 25 s'écrivent : 

De la même manière que précédemment les propriétés des p-termes: c'est-à-dire 
des notations, sont régies par une axiomatique. Ici les propriétés à déduire sont, outre 
celle du paragraphe 5 . 3 ,  celle du plus petit point fixe pour chaque terme de la forme 
pR.P(abréviation de pR[P]). Nous nous limitons à ceux qui ne comportent qu'une 
variable pour ne pas compliquer inutilement l'exposé (pour le cas général, le lecteur 
pourra consulter de ROEVER [ROE. 741 ou HITCHCOCK et PARK [HIT, 721). 



Schémcis de yrogramnze [$ 51 

a )  Axiome du point j îxe 

Intuitivement cet axiome signifie que pR.T[R] est l'une des solutions de l'équa- 
tion T(R) s R. 

b)  Règle de Scott  : forme simplijiée 

En comparant R -== T à une déclaration de procédure, pour démontrer une pro- 
priété sur pR.T on procède par récurrence sur les appels de R dans T. Ce que l'on 
appelle propriété dans le y-calcul est une suite d'inégalités entre termes. Une pro- 
priété @ portant sur la variable R est notée @(R). La règle d'inférence de Scott dans 
le cadre du y-calcul s'énonce ainsi : si @(R) est une propriété du p-calcul, si @(R) est 
vrai et si de @(R) on déduit @(T(R)) alors @(PR. T(R)) est vrai. Ceci peut s'écrire comme 
une règle d'inférence 

Nous allons utiliser la règle de Scott pour montrer deux propriétés importantes : 

Proposition 4 

yR.T(R) est un point fixe de T, c'est-à-dire pR.T(R) = T(pR.T(R)). 

Démonstratiot~ : Il suffit d'après l'axiome du point fixe de montrer que 
pR.T(R) c T(yR.T(R)) ; d'après la règle de Scott il faut montrer R c P(R) (c'est 
évident) et que de R c T(R) on déduit T(R) G T(T(R)); c'est une conséquence 
du lemme suivant qui se démontre par récurrence sur la longueur des termes. 

Lemme : Tout terme du calcul relationnel est croissant autrement dit de S G S'. 

On déduit T(S) G T(S1). 

Proposition 5 (Propriété de PARK) 

La plus petite solution de l'inéquation T(S) c S est le terme yR.T(R) autrement 
dit de T(S) c S on déduit yR.T(R) c S. O 

Démonstration : Appliquons la règle de Scott à la propriété R c S ; on a R G S. 
De R c S on déduit d'après la croissance des termes T(R) G T(S) et l'hypothèse 
T(S) G S donne par transitivité T(R) 2 S. 

c) Trois exemples d'application de la règle de Scott  

Exemple 28 (ou l'on montre que la solution d'une équation ne dépend pas du 
nom de l'inconnue). 

Montrons que yR.T(R) = kS.T(S). Par symétrie, il suffit de montrer que 
pR.T(R) c pS.T(S). 

R c pS .T(S) est immédiat ; 
si R c pS .T(S) alors T(R) c T(pS.T(S)) (croissance des termes). D'où 

T(R) c pS.T(S) par l'axiome du point fixe. On en déduit le résultat par la règle 
de Scott. 
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Exemple 29 (une propriété d'idempotence). 

Nous nous proposons maintenant de montrer que la fonction définie par le schéma 
de programme récursif 

F(x) e p(x) alors x sinon F(F(a(x))) fsi 

est idempotente, autrement dit que F o F = F. 
Traduisons cet énoncé en termes de p-calcul en remarquant que F o F o a s'écrit 

a ; F ; F et que la conditionnelle se traduit par une union. 
La fonction définie par le schéma est donc représentée par le terme 

Il faut montrer que son plus petit point fixe est idempotent autrement dit que : 

(1) (~F.T(F))  ; (PF ; T(F)) = ~ F . T ( F )  . 

Posons : 

Q(F) = F ; pG.T(G) 

Le résultat (1) s'écrit encore : 

Q(pF.T(F)) = pF.T(F) . 

Nous allons prouver cette égalité par application de la règle de Scott ; il suffit de mon- 
trer : 

(2) Q(0) = 

(3) de Q(F) = F on déduit Q(T(F)) = T(F) . 

La preuve de (2) est immédiate en effet : 

Q ; pG.T(G) = R .  

Pour montrer (3), supposons que Q(F) = F autrement dit que 

F ; pG.T(G) = F 

et démontrons que Q(T(F)) = T(F). 
En effet : 

Q(T(F)) = (p u p ; a ; F ; F) ; pG.T(G) 

= p ; pG.T(G) u p ; a  ; F ; F ; pG.T(G). 

p ; pG.T(G) = p ; (p u p ; a ; pG.T(G) ; pG.T(G)) 

= p  car p ; p = 0 .  

Donc 

Q(T(F)) = p u p ; a ; F ; F ; pG. T(G) 

en utilisant l'hypothèse de récurrence on a : 

Q(T(F)) = p u p ; a ; F ; F = T(F) . 
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Exercice 52 
Considérons les deux fonctions définies par les équations : 

F(x) G p(x) alors x sinon F(a(x)) fi 
G(x) -= $p(x) alors b(x) sinon G(a(x))f i .  

1) Donner les termes qui leur correspondent. 

2) Prouver que b o F = G. 

Exemple 30 

Nous allons prouver la propriété suivante : 
Si T l  et T, sont deux termes tels que, pour un entier i : 

a) Tl(W = Tz(Q). 
b) Ti(T2) = TZ(T1) 

alors ces deux programmes définissent la même relation, dans le sens suivant : 

pR.T,(R) = pR.T2(R) 

(cette propriété a déjà été étudiée dans l'exercice 22 du chapitre 2). 

Inclusion : pR.T,(R) c pR.T,(R) 

Lemme T,(pR.T1(R)) c pR.T,(R). 

On applique la règle de Scott à l'inclusion T2(S) c yR.T,(R). En effet on a : 

.Cl c pR.Tl(R) 

donc : 

T2(.Cl) = Tl(.Cl) T1(pR.Tl(R)) = pR.T1(R). 

Supposons que T,(S) c pR.T,(R) ; alors 

TzlT1(S)) = Ti(Tz(S)) (hypothèse b) 

c Ti(pR. Tl(R)) (hypothèse de récurrence et croissance) 

= pR.T,(R) (propriété du point fixe) . 

L'inclusion pR.T,(R) c pR.T,(R) est une conséquence de la propriété de Park, 
appliquée au lemme. 

Inclusion : pR.Tl(R) c pR.T2(R) 

Nous prendrons pour hypothèse de récurrence la propriété : 

@(O) est immédiate ; montrons que @(S) entraîne 

1'. est immédiat à partir de 1 et de la croissance de T l  



2'. T,(Tl(S)) G Ti+'(S) (hypothèse 1 de @(S) et croissance) 

= T',(T,(S)) 

c Ti(T,(S)) (hypothèse 2 de @(S)) 

= T2(Tl(S)) (hypothèse b) . 

3'. Tl(S) s T2(S) (hypothèse 2 de @(S)) 

c T,(pR.T,(R)) (hypothèse 3 de @(S)) 

= pR.T,(R) (propriété du point fixe) 

on a par conséquent 

L'inclusion 3 est le résultat demandé. 

6 COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES 

Les schémas de programmes ont suscité de nombreuses études, dont nous 
ne pouvons donner ici un compte rendu exhaustif. 

Concernant les schémas avec branchements, l'article le plus ancien, qui 
fait figure de pionnier, est celui de IANOV [IAN, 601 ; il décrit les'schémas 
auxquels nous avons donné son nom ; sur les schémas avec branchements, 
l'article de LUCKHAM, PARK et PATERSON [LUC, 701 est un des plus 
importants. On trouve des présentations détaillées dans les ouvrages de 
GREIBACH [GRE, 751, d'ENGELFRIET [ENG, 741 (sur les schémas 
d71anov et ceux qui leur ressemblent) et MANNA [MAN, 741. Le livre d'EN- 
GELER [ENG, 731 est une approche intéressante de la décidabilité et de la 
calculabilité à l'aide des programmes sur les entiers. 

L'étude des schémas itératifs tire son origine de lacélèbre lettrede DIJKSTRA 
« Goto statement considered as harmfull >> (« les aller à considérés comme 
dangereux >>) [DIJ, 681 (voir aussi [DAH, 721). On trouvera des résultats 
plus détaillés que ceux présentés ici dans ASHCROFT et MANNA [ASH, 711, 
PETERSON, KASAMI et TOKURA [KAS, 731, TAKUMI KASAI [TAK, 
741 (pour les schémas sans variable), KOSARAJU R. S. [KOS, 741 et ARSAC 
[ARS, 741. L'article de LEDGARD et MARCOTTY [LED, 751 est une 
synthèse sur le sujet et comporte une importante bibliographie. Il est amu- 
sant de constater que l'important théorème de BOHM et JACOPINI [BOH, 
661 est très antérieur à ces travaux. 

En ce qui concerne les schémas récursifs, on peut lire le livre de MANNA 
[MAN. 741 qui présente dans un même chapitre les théories du plus petit 
point fixe, des schémas récursifs et des preuves de programmes récursifs. 
Dans un article, VUILLEMIN [VUI, 741 présente en détail la règle du report 
et justifie son caractère optimal. On trouve également une étude des règles 
sûres. VUILLEMIN, comme MANNA, s'est intéressé uniquement aux 



fonctionnelles sur le domaine D'. De ROEVER [ROE, 741 rapproche les 
règles d'appel par valeur et d'appel par nom. Certains aspects ont été ignorés 
ici ; le lecteur peut se reporter en particulier à l'ouvrage de GREIBACH 
[GRE, 751 ou à celui de NIVAT, COURCELLE et COUSINEAU [COU, 781. 
Il faut également citer les travaux récents de COURCELLE [COU, 761 qui 
obtient des résultats de décidabilité et d'équivalence pour certaines classes 
de schémas récursifs. Notons enfin qu'une fonction définie récursivement 
peut être calculée autrement que par substitution. Il est possible de calculer 
les valeurs de cD par récurrence sur la complexité des arguments. Ainsi n ! 
se calcule naturellement par récurrence sur n. BERRY [BER, 751 développe 
ces idées et obtient en particulier un programme itératif calculant la fonction 
d7Ackermann. 

Le calcul relationnel récursif ou p-calcul apparaît pour la première fois 
dans deux articles parus dans les comptes rendus du premier colloque Auto- 
mata, Languages and Programming en 1972 ; ils sont dus à HITCHCOCK 
et PARK [HIT, 721 d'une part et à de BAKKER et de ROEVER [BAK, 721 
d'autre part. De ROEVER a étudié le calcul relationnel à plusieurs types 
d'objets [ROE, 741. PARK [PAR, 761 a situé la puissance du calcul relationnel 
exactement entre le calcul des prédicats du premier ordre et celui du second 
ordre. ENGELFRIET [ENG, 741 compare le y-calcul aux autres schémas 
de programmes. 

7 SOLUTION DES EXERCICES 

Exercice 1 

L'algorithme est décrit par la procédure récursive suivante proposée en 
langage de type algol ; 'i' est le signe qui termine l'expression ; son arité n'est 
pas définie. 

procédure parenthéser 
var sym : caractère - 

lire(sym) ; écr ire(sym) ; 
si ar(sym) non défini alors erreur fsi ; - - 

ar(sym) # O & écrire('( ') ; 
pour - i de 1 jusqu'à ur(sym) - 1 

faire - 
parenthéser ; écrire(',') 
fait ; - 

parenthéser ; 
écrire(') ') 

fsi - 
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Exercice 2 

a) x  f (4 , f ( f  (XI), . . . 
b) x  , f ( x )  , g(x) , f ( f  ( x ) )  > f (g (x ) )  3 g ( f  (4) , g(y(x)) ,  . . . 
cl x1  , f  (x,, x , )  , f  (x,,, f  ( x , ,  x,)), . . . Il s'agit d'arbres binaires dont les 

nœuds sont étiquetés par f  et les feuilles par x,  (i  E N). 

d) x  , Y 3 f  ( g ( y ) ,  f (g (x ) ,  Y) ) .  
el Il n'y a pas de schémas. 

f) B 3 f (g ,  9 )  , f  ( f ( g ,  9) ,9) .  
Le dessin des arborescences associées est immédiat. 

Exercice 3 

ICg(x, x ,  Y ) ]  = x  + 2 xy 
I[h(g(x, x ,  y))]  = 5(x + 2 xy)  = 5 x  + 10 xy 

ICg(x3 f ( x ,  Y ) ,  Y ) ]  = x  + 2(x + Y )  y  

I [ f ( g ( x ,  f ( x ,  Y ) ,  y),  h(g(x,  x ,  Y ) ) ) ]  = x  + 2(x + Y )  Y  + 5 x + 10 xy 
= 6 x  + 1 2 x y  + 2 y 2 .  

Exercice 4 

9- = { x 1 , x 2  

y =  { P I .  

Exercice 5 

1 faux 1 
r 

Figure 25. 
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Exercice 6 

Le programme calcule la fonction carré : carré(x) = xZ 

Exercice 7 

Pour toute interprétation Io telle que Io[p] soit identiquement faux, le 
programme ne termine jamais. Pour Io[h] (x) = x et Io[p] (x) = (x est pair), 
le programme termine si et seulement si x est pair. 

Exercice 8 
Pour le calcul du pgcd on peut prendre 

Iobl (x) = (x = 0) ; 

Io[fl (x) = x ; 

I,[g] (x, y) = x - mod y (reste de la division entière de x par y) . 

Pour obtenir un programme ne terminant jamais il suffit de prendre 

Io[p] (x) = faux . 

Enfin avec D = Z et 

le programme ne termine que si la deuxième composante de l'initialisation 
est paire et positive. 

Exercice 9 

(1, (A, abcd)), (2, (A, abcd)), (3 ,  (A, abcd)), (4, (a, abcd)) , 
(5 ,  (a, bcd)), (3,  (a, bcd)), (4, (ba, bcd)), (5 ,  (ba, cd)) , 
(3 ,  (ba, cd)), (4,  ( c h ,  cd)), (5 ,  d)), ( 3 ,  ( c h ,  dl) , 
(4, (dcba, dl), (5 ,  (dcba, A)), (6, (dcba, A)) . 

Exercice 10 

Il n'y a pas de calcul réussi ; en effet, toute séquence d'exécution est constituée 
de la seule instruction 1. La fonction I[n] est la fonction nulle part définie. 

Exercice 11 

1) On a (O, x) 4 (or ,  x') si et seulement si l'une des conditions suivantes 
est vérifiée. 

(a) L'instruction E, de numéro o est une affectation : 

8, = X, := f ( ~ j ( l ) ,  . . . , ~j(,)) 
xk = x, pour k f i , 

x: ' 10[fI (xj(l), xl(rn)) , 
o l = o + l .  



Mêmes conditions que dans le cas déterministe (voir 3.2.3). 

La définition d'un calcul est la même que dans le cas déterministe ; cepen- 
dant ici, pour un schéma TC,  I[n] est une fonction partielle de Dn dans l'ensemble 
des parties de Dn. 

2) Le programme calcule les sous-listes d'une liste. 

Exercice 12 

On se place dans sch({ f, g, h ), { x,, x 2  )) et on pose 

où cp(u) est l'interprétation du schéma fonctionnel obtenu en prenant les 
interprétations de l'exemple 3, en interprétant x, par 7 et x, par 2. Ce calcul 
associé est : 

Exercice 13 

Un schéma possible est 

1 x := f(x) 
2 q(x) 5 , 2 
3 x := g(x) 
4 q(x)5.2 
5 STOP. 

En prenant comme interprétation sur le domaine N2 

Exercice 14 

L(P) = (lh2k3q5h6k7q)''' (lh2k344STOP 
u lh2k3q5h6k748STOP). 

On en déduit facilement 

qui se simplifie en 

ce qui est la trace du schéma de l'exemple (4 2.5). 
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Exercice 15 

Il est facile d'associer a tout schéma de Ianov .n un automate fini A recon- 
naissant des mots de (F u 9 u q)',' : 

- les états de A sont les instructions du schéma plus un état de rejet r, 
- l'état initial est la première instruction, 
- les états finals sont les instructions STOP, 
- les transitions sont définies de la façon suivante : 

si s est du type ilz 
S .  h est l'instruction de rang i + 1, 
s.x = r pour x # h ;  

si s est du type iqj , j', 
s .q est l'instruction de rang j, 
S.? est I'instruction de rang j', 
s.x = r pour x # q ou x f q', 

enfin r .x = r pour tout x. 

Le langage reconnu par cet automate fini est régulier. En prenant l'inter- 
section de ce langage avec le complémentaire du langage régulter suivant 

on obtient la trace qui est donc un langage régulier. 

Exercice 16 

On transforme n en n1 par étapes en conservant l'isologie forte ; on utilise 
le fait qu'on peut permuter affectations et tests qui ne font pas intervenir les 

x := f ( x )  
Figure 26. 



mêmes variables. Dans n,, a la sortie du premier test p(y), on effectue dans 
tous les cas l'affectation x := j (x) ; on peut sans inconvénient l'effectuer avant : 
on obtient un organigramme qui est trivialement fortement isologue à TC, 
(figure 26). 

De même l'affectation y := g(y) étiquetée par @ permute a\.ec le test et 
l'affectation éventuelle qui suit, ce qui permet de se brancher ensuite, avant 
l'affectation étiquetée par @ , tout en gardant un programme fortement 
isologue à 7t , (figure 27). 

vrai i-a-1 

Figure 27. 

Le testp(y) étiqueté par @ permute avec les testsp(x) qui suivent (figure 28). 
Le test étiqueté par @ est inutile ; celui étiqueté par @ peut être remplacé 

par un branchement en @ ; on obtient alors n,. Il est facile de voir que si 
l'on prend pour n, une interprétation libre telle que 

I[p] (y) = faux , I[p] (f (x)) = vrai et I[p] (g(y)) = vrai 

Exercice 17 

a) 11 est immédiat que pour toute initialisation d on a I[Tc] (d) = 1 et si 
I[p] (d) est défini alors I[p] (d) = 1 ; il reste a montrer que I[z] (d) est tou- 



Figure 28. 

jours définie en employant des méthodes décrites au chapitre 4 ( 5  2). En effet, 
entre deux passages successifs en 2 x ,  décroît strictement et d'autre part x est 
toujours supérieur ou égal à 1 ,  il atteint donc la valeur 1 en un nombre fini de 
pas de calcul. 

b) Si I[n] (d) = 1 et si I[p] (d) est défini, I[p] (d) vaut 1. mais le problème 
reste ouvert de savoir si I[p] (d) est défini. En effet x ne décroît pas nécessai- 
rement entre deux passages par l'instruction 2. 

Exercice 18 

Considérons les deux schémas de programme suivants (figure 29) 

Figure 29. 

de façon évidente A(n) = A(p) = f :+ et pourtant n n'est pas équivalent à p ,  



Exercice 19 

Si x = y = z = t. ' I[n] ( K t )  = 0000 sinon I[n] ( e t )  = 6 174. 
On voit d'abord que I[a ; b] (6 174) = 6 174. On peut vérifier ensuite par 

programme ou par un raisonnement par cas que, pour tous les nombres à 
quatre chiffres I[n] (z) = 6 174. 

Exercice 20 

Figure 30. 

On retrouve la forme générale du schéma de l'exemple 1 (figure 30). 

Exercice 21 

x := premier ctrrtrctère ; 1 := 0 ; 
tant que (x # # et rzon (x incorrect)) fcrire - 1 := 1 + 1 : 

x := cal.uctère suivant 
fcrit ; - 

x incorrect & imprimer erreur 
& imprimer l f s i .  - 

On remarque qu'un test supplémentaire x incorrect a été ajouté. 

Exercice 22 

Si n = u alors : 

res(cal(a, d), d) = res(u, d) = I[u] (res(A. d)) = I[a] (d) 



Dans le cas de la composition sérielle, en appliquant deux fois la définition 
de cal, on a : 

res(cal(r ; a. d). d) 

= res(cal(cc, d) cal(u, res(cal(r, d), d)), d )  , 

= res(cal(a, d) a ,  d) , 
= I[u] (res(cal(a. d), d)) en appliquant la définition de res , 
= I[a] (I[x] (d)) par hypothèse de récurrence , 

= I[r ; ci] (d) par définition de 1 . 

Pour la suite on utilise un résultat facile à démontrer par récurrence sur la 
longueur des calculs : 

Lemme : si y et 6 sont des calculs, res(y6, d) = res(6, res(y, d)). 
Dans le cas de la conditionnelle supposons I[p] (d) = vrai (le cas 

I[p] (d) = faux se traite de façon analogue) : 

res(cal(slp alors r sinor? j fsi, d), d) = res(p cal(m, d), d) , 
= res(p, res(cal(u, d), d)) d'après le lemme , 
= res(A. res(cal(a, d), d) d'après la définition de res , 

= res(cal(a, d), d) d'après le lemme , 

= I[r] (d) d'après l'hypothèse de récurrence , 
= I[- p  alors cc sirzor~ P fsi] (d) . 

Le cas tuiîr que. plus technique, ne sera traité 

Exercice 23 

Toutes ces relations sont définies par des égalités d'ensembles ou de fonctions 
définies à partir des programmes, ce sont donc trivialement des relations 
d'équi\.alences. 

Exercice 24 

La correspondance est même stricte ; les cycles des BJ,-organigrammes sont 
exactement de la même forme que ceux des 3-organigrammes. 

L'organigramme de la figure 14 est un BJ,-organigramme où a, est l'instruc- 
tion vide : il a déjà été dit que ce n'est pas un 9-schéma. De plus il est impossible 
de le réduire à un %schéma. 

Exercice 25 

Traitons seulement le cas des itérations 

I[jirii.ep - + r ; q + P fuit] (d) = 
SI ~ , [ p ]  @)ALORS 

SI I,[q] ( ~ [ a ]  (d)) ALORS 1 [a ; P.fi,ii.ep + m ; p  -+ Pjl i t ]  - (d) 
SINON I[r] (d) .- 

SINON d . 



Trois cas sont à envisager 

- I , [ p ] ( d ) = f a u x :  c a l ( f c ~ i ~ ~ e p + x ; q - + P f c r i t , d ) = A ;  
- Io[q] (I[a] (d)) = faux : c a l ( f Z p  -+ a ; q -t P fcrit. - d) = cal(a, d) ; 
- I,[q] (I[a] (d)) = vrai : cal(j2zrep -+ a ; q + f l  fcrft. d) = 

cal(a,cal(j, res(cal(x,d). d)) 
cal(faire - p -+ a ; q -+ j juif, - res(cal(a ; 0, d), d)). 

Exercice 26 

Le schéma de programme 

a les mêmes calculs que le schéma 

clire si p a ; gj q alors sirzon exit (1) fsi siizon exit (1) jsi fait J- - - -- 

De même plus généralement 

fairepl -+ a , ;  . . . ;p , ,  -t a , m  

a les mêmes calculs que 

fciire si p l  p& a ,  & p z  cc, .. . sin011 exit (1) fsi sinon exit (1) fsi fciit. 

Il est immédiat qu'il ne peut y avoir équivalence car les REl-schémas permettent 
de simuler tous les BJ,-schémas quel que soit n. 

Exercice 27 

Les justifications renvoient aux alinéas de la définition 2. 

1) IE[q(x)] (O) = Ie[&p(x) alors a sinon h(x, q(g(x))) $YI] - (O) 
d'après a) et c) ; 

= SI O = O ALORS 1 SINON IE[lz(x, q(y(x)))] (O) 
d'après d) et e) ; 

= 1. 

2) Soit n > O 

Ie[q(x)] (n) = SI n = O ALORS 1 SINON IE[h(x, q(g(x)))] (n) 
= I"[hx, <p(g(x)))l (n). 

3 )  IE[ll(x, q(g(x)))l (n) = Io[hl (IE[xl (n), IE[[cp(x)l (IE[[B(x1 (n))) 
= n * IE[q(x)] (n - 1). 

en effet si q(x) e E est une déclaration récursive : 

IE[q(z)] (n) = IE[&] (Ie[z] (n)) d'après c), 
= IE[q(x)] (IE[[z] (n)) d'après c) et a). 

Il résulte immédiatement de l), 2), 3) que pour n 3 O 

IE[q(x)] (n) = n ! 



Exercice 28 

Etudions uniquement la règle de substitution pleine. 
Posons t ,  = 11 1 > 100 alors 101 &n ~ ( ~ ( 1 2 2 ) )  ,@. 
Alors 

cp(100) &= cp(cp(ll1)) &= Simpl[G t, > 100 & t, -10 sinon cp(cp(t, + 11)) - fsi] 
= Simpl[& 101 > 100 alors 101 - 10 . ..] 

(car Simpl[t,] = 101) , 
= 9 1 .  

Exercice 29 

a) Vérifions que Simpl(t[Q/g, flcp]) = w pour tout terme t contenant cp, 
toute fonction f, où les occurrencesq sont choisies par l'une des règles V, N: P. 

Si t = g(t,, . . . , t,) soit i le premier indice tel que ti contienne une occur- 
rence cp. Par récurrence - 

Si t = q(tl) et si la règle sélectionne le premier cp 

Simpl(t[Q/g, flcp]) = Q(a) = w pour un a 

Si la règle sélectionne une occurrence de cp dans t '  

Simpl(t[R/cp. ficp]) = w par récurrence . 

Si t = si b alors t, sinon t, fsi ; b contient une occurrence cp, donc, par - - - -  - 
récurrence 

Simpl(t[/kp, flcp]) = SI w ALORS a, SINON a, 
= o .  

Le cas des prédicats se traite comme celui des fonctions de base. 

b) Soit t = q(0) = O alors 1 sinon cp(0) ,fsi et f une application telle que 
f (O) = O. La règle P D  sélectionne la deuxième occurrence de cp et donc 

Exercice 30 

a) Considérons la déclaration récursive suivante 

q(x) c SI:x = 0- 1 
s~ si cp(x - 1) > O alors 1 silzorz cp(x) , fsi  - 
fsi. 

On prouve sans peine que @(n) = 1 pour tout n 2 O alors que @,,(n) = w 
pour tout n > 0. 



Exercice 31 
Vérifions seulement qu'il existe rn 3 O et E '  tel que 

UT = si 89 > 100 alors 89 - 10 sinon q(q(89 + 11)) fsi - -- - - 
U; = G89 > 1 0 0 ~  89 - 10 

sinon si { -' 100 > 100 g& 100 - 10 q(q(ll1)) ) > 100 -- 
*{&100 > 100&100-10&ip(q(lll))) -10 
sinon q(q({ 100 > 100 & 100 -10 q(q(ll1)) } + 11)) - 
fs i - 

fsi - 
- - $89 > 100 alors 89 - 10 sinon q(q(89 + 11)) fsi ; 

- -- - 
uy = a 89 > 100 79 sinon si q(100) > 100 & q(100) - 10 

& (p(q(q(100) + 11)) 

u~ 3 - - a 8 9  > 100 w 8 9 - 1 0  

sinon si ( a  100 > 100&s 1 0 0 - 1 0 a n  q(q(111))) > 100 -- 
a& q(100) - 10 
sinon q(q(q(100) + 11)) 
fsi - 

fsi ; - 
m = 3 et E'  = E conviennent ici. En effet 

4 uY[cplcp, ~ l q l  

Exercice 32 

?[&Il = hf.hx, y.SI x = O ALORS O SINON f(x-1, f(x, y)). 
N 

Calculons FIX = p(i[E]) par approximations successives. Soit (f,),, , 
N 

la suite des approximations de FIX 

f, = Lx, y .SI x = O ALORS O SINON fl(x - 1, f1(x, y)) 
= hx, y.SI x = O ALORS O SINON SI X-1 = O ALORS O 

SINON o 

= hx, y. SI x < 1 ALORS O SINON o . 

Plus généralement, on vérifie que fn est la fonction 

Lx, y .  SI x < n ALORS O SINON w 

Donc F% = l x ,  y .  SI x # o ALORS O SINON o . 



N FZ n'est pas stricte puisque FIX(x, o )  = O pour tout x distinct de CO. 
% 

Vérifions, par récurrence sur x, que @,(x, y) = O. C'est trivial pour x = 0. 
Supposons l'assertion vérifiée pour tout x' < x et considérons le calcul de 
q(x, y) déterminé par l'appel par nom 

- 
Par récurrence le calcul de cp(x - 1, cp(x, y)) se termine en O. Donc @,(x, y) 

est égal à O. 
N 

Finalement 6, coincide avec FIX. Par contre on vérifie que 6, est la fonction 

hx: y .  SI x = O ALORS O SINON CO 

distincte de fi. 
Exercice 33 

Pour les règles d'appel par nom et de substitution pleine il suffit de reprendre 
la correction de l'exercice 29 en notant que les fonctions de base sont des 
fonctions strictes et que dans le terme cp(t,, . ... t,) les deux règles sélectionnent 
l'occurrence externe de cp. 

La règle de l'appel par valeur n'est pas fortement sûre. Considérons le terme 
t = cp(0, cp(0, O)) et une fonction f telle que f(0, o )  = O. Alors 

tandis que Simpl(t[R/~]) = Simpl(R(0, R(0, O)) = o .  

Exercice 34 

Désignons par El ,  . .., En les domaines respectifs de @$, . .., @;. Il est clair 
que El  = { x 1 p(x,) ) et que, plus généralement, pour 

i E [ 2 :  n - 11: Ei = ( x l p(xi) et non p(xj) pour j = 1 . . . n - 1 } . 

D'autre part, le domaine En peut être défini récursivement par l'équation : 

On en déduit que 

x c E , o n o n p ( x j )  pour j = 1, ..., n-1  

et (p(x,) ou 3k > 0, 3i E [ l ,  n] p(hk(xi))) . 
Finalement, pour i = 1, ..., n - 1 @b(x) = xi si x E Ei. 

D'autre part @b(x) est égal à x, si p(x,) est vrai et à hk(x,) si (k, i) est le 
plus petit couple tel que p(hk(xi)) soit vérifié. 

Exercice 35 

Le nombre de substitutions est de 14 pour la règle d'appel par valeur, 29 pour 
l'appel par nom, 14 pour la règle du report, 23 pour la règle de substitution 
pleine [VUI, 731. 



Exercice 36 

1) xp ; Ry o 32 xpz et z R y. 

Or xpz entraîne x = z et p(x), donc xp ; Ry si et seulement si p(x) et x R y. 

2) Le raisonnement est analogue. 

Exercice 37 

x(p ; q) x o 3z xpz et zqx et z = x o xpx et xqx o x(p n q) x . 

Exercice 38 

a) x R ; E y o 3 z x R z e t z E y o 3 z x R z e t z = y o x R y .  

De même XE ; Ry o x R y. 
b)-E est le prédicat total c'est-à-dire identiquement vrai. 

Exercice 39 

a) x ( R u Q ) y o x R y o u x R y o x R y o u f a u x o x R y .  
b) x(R n C l )  y o x R y et x R y o x R y et faux o faux o x f2 y. 
c) x(R ; R) y o 32 x R z et z Q y o 32 x R z et faux o faux o x Q y 
d) x(p ; p) y o p(x) et p(x) o faux o x R y. 

Exercice 90 

Traduisons s i p  alors (sip alors n sinon n') sinon nt' fsi SOUS forme relation- - - - - -  - - 
nelle : 

Le programme associé à cette dernière relation est 

s i p  alors n sinon nt' fsi . - - -  - 

Exercice 41 

1) X ( R ; R - '  n ~ ) ~ o 3 z ( x ~ z e t z R - ' ~ ) e t x  = y 

o 3z(x R z et z R - l  x) et x = y o 3z(x R z) et x = y 
-s 3z(x R z et z U y) et x = y (car z U y est vrai) 

o x ( R ;  U n E) y .  

2) On a R ; R - l  n E c E c'est donc un prédicat. 

3) Comme on l'a écrit plus haut x(R ; R-'  n E) x est équivalent a 32 x R z 
ce qui signifie que x appartient au domaine de définition de R, autrement dit x 
est un point pour lequel R a au moins un résultat. 
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Exercice 42 

La première ligne est un résultat d'algèbre de Boole bien connu. 

Les autres assertions se prouvent de façon analogue. 

Exercice 43 

a) Rappelons que 

mais que la réciproque n'est pas vraie ; c'est pourquoi on ne peut écrire ci- 
dessous qu'une implication (qui correspond a l'inclusion demandée) : 

x(R, ; (R, n R,)) y o 3z((x R I  z et z R, y) et (x R, z et z R, y)) 

~ 3 z ( x R , z e t z R 2 y ) e t 3 z ( x R , z e t x R , y ) o x ( R l ;  R , n R , ; R , ) y .  

b) Le diagramme sagittal suivant donne un contre-exemple 

On voit que R,  ; (R, n R,) = R alors que RI  ; R, n R, ; R, = { (x, z) ) .  

Exercice 44 

R ; R -  ' E E signifie qu'il existe au plus un y tel que x R y, autrement dit 
que R est déterministe. 

E c R ; R -  ' signifie que pour chaque x il existe au moins un y tel que x R y, 
autrement dit que R « calcule » au moins une valeur pour chaque x. 

Exercice 45 

a) Sachant que [Vz(p(z) * q)] o [(3z p(z)) * q] on a immédiatement : 

R transitive o Vz(x R z et z R y * x R y) 

o ( 3 z x R z e t z R y ) * x R y  

o ( x R ; R y * x R y )  

o R ; R c R .  



b) R réflexive signifie E G R donc E u R = R ; d'autre part par récur- 
rence on a immédiatement Rn c R. Finalement 

Exercice 46 

Si Q est la relation spécifiée par répéter rt jrrsy~r'irp alors x Q y si et seulement -- 
s'il existe une suite xo,  . . . , x, telle que 

autrement dit : x Q y 9 x(R ; Cp ; R)'" p) y.  

Exercice 47 
a) p *  R = ( p ;  R):\jj = (p ; R ; ( p ;  R)* u E) ;y = p ;  R ;((p ;R):" ;P)u E ;p 

= p : R ; p * R u P .  

b) Il s'agit simplement d'associer aux deux programmes les relations. 

Exercice 48 

Les Ti sont les dérivés de ( terme ) dans la grammaire suivante : 

( terme ) : = ( terme ) ; ( terme ) 1 ( terme ) n ( terme ) 1 (( terme )) 
1 ( terme ) u ( terme ) 1 ( terme )ib 1 ( terme )-' 

/ E / R / U / A /  . . . /  Z l a l  . . . l  Z I Z I  . . . l  Z i  

I R J  . . . l  R I /  ... 

Exercice 49 

fl(x) e - si p(x) - alors fl(u(x)) - sinoiz x fsi - ; 

fl(x) == - sip(x) - ulors f,(x) sirzon x fsi - -  
f2(x) == si - p(x) - alors f,(u(x)) sinorz - f,(x) f i i  - . 

Exercice 50 

Les deux schémas spécifient la même relation. 

Exercice 5 1 

On trouve la relation p ; A ; (p ; A)'", 

Exercice 52 

1) Pour F on obtient pX(p u ; A ; X) 
et pour G p Y ( p ; B u p ; A ; Y ) .  

2) Il s'agit de montrer que 

p X ( p u p ; A ; X ) ; B  = pY(p;B u p ; A ; Y ) .  



a) On a 

p ; B u p ; A ; p X ( p u p ; A ; X ) ; B  = ( p u p ; A ; p X ( p u p ; A ; X ) ) ; B  

= p X ( p u p ; A ; X ) ; B  

d'ou d'après la propriété de Park : 

p Y ( p ; B u p ; A ; Y )  G p X ( p u 3 ; A ; X ) ; B .  

b) Montrons par la règle de Scott que 

p X ( p u p : A ; X ) ; B  E yY(p ;B  u p ; A : Y ) .  

Posons @(X) = X ; B G yY(p ; B u ; A ; Y). 
@(R) est vrai. Supposons O(X) alors 

( p u j 5 : A ; X ) ; B  = p ; B u P ; A ; X ; B  

c p ; B u p ; A ; p Y ( p ; B u p : A : Y )  

= p Y ( p ; B u p ; A ; Y ) .  

(on peut rapprocher cet exercice de l'exercice 21 du chapitre 2). 





CHAPITRE 4 

Vérification et conception de programmes 

1 INTRODUCTION 

L'outil informatique joue un rôle de plus en plus important dans l'actii-ité 
humaine, ce qui a pour conséquence d'augmenter considérablement le coût 
de ses défaillances. Aussi les utilisateurs exigent de plus en plus de garanties 
de fiabilité des produits informatiques. Cette tendance, d'abord sensible 
pour le matériel, s'étend actuellement au logiciel. Cependant, alors que les 
progrès spectaculaires de la technologie permettent de réduire et de prévenir 
les risques d'erreurs physiques, la situation au niveau de la conception des 
programmes apparaît beaucoup plus critique. 

Il y a peu de temps, la méthode de construction d'un programme était la 
suivante : le programmeur, tel un artiste? écrivait selon son inspiration ; puis, 
comme le programme devait réaliser une fonction (plus ou moins bien définie), 
il procédait à des essais sur machine et tentait de supprimer par des retouches 
délicates chaque erreur ainsi découverte. Il s'engageait alors dans un processus 
itératif, bien connu : chaque retouche pouvait entraîner de nouvelles erreurs 
provoquant à leur tour de nouvelles retouches et ainsi de suite. Et si, par 
bonheur il arrivait à un programme satisfaisant aux essais, ce programme 
était si différent du programme prévu que personne, sauf peut-être son créa- 
teur, n'était capable de le modifier ou même simplement de le comprendre. 
De plus, il est fort courant qu'un tel programme donne un jour des résultats 
erronés sur un cas non couvert par les tests. 

C'est pourquoi, actuellement, tout travail informatique se décompose 
en une partie de conception (analyse et programmation) et une partie de mise 
au point (tests de recherche d'erreurs). Pour essayer de réduire, sinon d'annuler, 
le temps réservé à la deuxième partie, certains chercheurs ont développé des 
méthodes de justification de programmes plus sûres que les simples jeux 
d'essais. 

Dans ce chapitre, en distinguant différents types de schémas que nous avons 
rencontrés au chapitre 3, nous présentons les principales méthodes de véri- 
fication d'algorithmes. Ainsi le paragraphe 2 concerne-t-il les programmes 
avec branchements. le paragraphe 3 les programmes itératifs et le para- 
graphe 6 les programmes récursifs. Nous justifions ces méthodes dans le cadre 



du calcul relationnel au paragraphe 5. De plus, partant des méthodes présentées 
dans les paragraphes 2 et 3, nous envisageons au paragraphe 4 le problème 
de la construction de programmes corrects. La conclusion (5  7) montre les 
limites de ces méthodes et indique quelques voies de recherches actuelles. 

2 PREUVES DE PROGRAMMES AVEC BRANCHEMENTS 

Dans la suite de ce paragraphe, nous appelons organigrammes la représen- 
tation graphique des programmes avec branchements. La notation générique 
des assertions utilise les lettres p, q éventuellement indicées. 

2.1  Introduction 

« No loop should be written down without providing a proof for terminaison 
and without stating the relation whose invariance will not be destroyed by 
the execution of the repeatable statement » DIJKSTRA. 

Exemple 1 division euclidienne 
Considérons l'organigramme de la figure 1 : el donnees 

vrai 
x : = x  + I  

Figure 1 Division euclidienne. 

Prou\ ons que ce programme admet comme résultat le quotient x et le reste y 
de la di\ ision euclidienne de a par b. Pour cela, on précise a chaque étape du 
calcul de données a et b les propriétés que vérifient les valeurs des variables x 
et y. Ces propriétés sont données sous forme de prédicats << étiquetant )) 
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chaque arc de l'organigramme. Chaque prédicat doit être \rai à chaque 
« passage )) par l'arc associé pour les valeurs courantes des variables. En A, on 
exprime les hypothèses faites sur les données : 

En B, au premier passage, on a u = y ,  mais lors d'un passage ultérieur, 
les 1 aleurs de x  et y  se sont modifiées. On cherche un prédicat qui reste ~~érifié 
à chaque passage au point B. Il s'agit d'imaginer ce prédicat en analysant les 
contraintes qu'il doit vérifier. On trouve ainsi que le prédicat p, = (a = b * x + y )  
convient. 

En C, on a le même prédicat qu'en B avec en plus y 3 b ; ainsi : 

Avant D, x est incrémenté de 1, donc 

En E,  on a p, = (a = b * x + J. @ y < b),  c'est-à-dire le résultat cherché. 
Après avoir décou~ert  ces prédicats, il s'agit de promer qu'ils sont vérifiés 

à chaque passage par l'arc associé. On constate qu'il suffit de prou1 er qu'il en 
est ainsi pour p,, les autres cas s'en déduisant immédiatement. 
- Au premier passage en B : x  = O, a = y. on a donc bien p,. 
- Si s et y sont les valeurs des variables en B et x', y' les valeurs corres- 

pondantes après un cycle B-C-D-B on a : 

a = b * x  + y (on suppose p, en début de cycle) 

x 1 = x + l  

dont on déduit : 

On exprime cette propriété de l'assertion p, en disant que c'est un invariant 
du cycle B-C-D-B. 

Nous prouvons ainsi que, si le programme termine, il calcule le quotient x 
et le reste y  de la division euclidienne de u par b (caractérisés par le prédicat 
p,). Remarquons cependant que nous n ' a ~ o n s  pas proubé l'arrêt de l'exécu- 
tion. Par exemple, si b = O et a > O, p, s'écrit : 

et donc a = y > b = O à chaque passage en B : le programme ne termine pas. 
D'autre part, il est facile de montrer que pour b 3 1, l'arrêt est assuré : 

il suffit de constater qu'à chaque itération la valeur de y décroît strictement 
en prenant des valeurs entières et donc, qu'après un nombre fini d'itérations, 
on a .Y < b et on sort de l'unique cycle du programme. a 

Sur cet exemple apparaissent les propriétés caractérisant un organigramme 
correct : 
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i) Si les données vérifient une certaine assertion p' (dans l'exemple précédent 
pl(a, b) = (a E N et b E N)) et si le calcul s'arrête, alors il fournit le résultat 
souhaité, c'est-à-dire que les données et les valeurs finales des variables sont 
liées par une relation exprimée par une assertion q (dans l'exemple 1 

q(x, y, a ,  b) = (a = b a x + y y < b)) . 

ii) Si les données vérifient une certaine assertion p", alors le calcul s'arrête 
(dans l'exemple 1, il suffit de prendre pour pU(cr, b) = (a E N gt b E FU:::)). 

Un organigramme: qui vérifie la propriété i) est dit partiellement correct par 
rapport à p' et q ; s'il vérifie ii), on dit qu'il se termine pour p". Un organigramme 
vérifiant à la fois i) et ii) (avec en entrée le prédicat p = p 'gp" )  est dit totalement 
correct par rapport à p et q. 

Pour démontrer la correction partielle, la méthode de FLOYD [FLO, 671 
conduit a découper le programme en morceaux plus élémentaires et à intro- 
duire des assertions (ou prédicats) intermédiaires. Nous présentons cette 
méthode aux paragraphes 2 . 2  et 2 .3 .  Le problème de l'arrêt, quant à lui, 
est étudié au paragraphe 2 .4 .  Notons que nous traitons seulement le problème 
de l'arrêt d'un programme dans son ensemble ; nous ne nous intéressons pas 
aux << blocages >> provoqués par des instructions non définies (division par 
zéro dans une expression, utilisation d'un indice de tableau extérieur à l'inter- 
\.alle des bornes). Tous ces problèmes ne peuvent pas se résoudre de manière 
complètement algorithmique ; nous ne pouvons donc pas donner de recettes 
permettant de trouver les <( points de coupures )> et les assertions associées. 
Leur découverte résulte du bon sens, de l'expérience et de l'esprit de méthode 
de l'utilisateur. Nous donnons cependant une certaine méthodologie et des 
heuristiques permettant de guider cette recherche. Lorsque points et assertions 
sont bien choisis, le reste de la preuve est presque automatique. 

Dans la suite, les organigrammes considérés sont des schémas interprétés. 
Pour faciliter l'exposé, le vecteur d'état est composé ici de deux parties : 

a = (a,, . . .: a,,) représente les données, c'est une constante, 
.Y = (x,, ..., x,) représente les variables. 

L'initialisation des variables (8  2 .2)  est faite explicitement par une affecta- 
tion placée au début. 

En général, l'interprétation est sous-entendue par le contexte. De plus, 
on accepte indifféremment des affectations globales à x et des affectations à 
certains sous-vecteurs de x. 

2 . 2  Correction partielle et méthode des assertions de FLOYD 

Un des premiers, FLOYD suggéra, pour prouver la correction des pro- 
grammes, d'introduire des assertions (ou prédicats) que les valeurs des variables 
vérifient. 

Exemple 2 

Montrons que le programme de la figure 2 calcule le carré de a : 
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a donnée 

I 
x, := x, + 1 + 

x,  := x, + 2 * x, + 1 

Figure 2 Calcul du carré de a. 

Supposons a 2 O ; nous voulons montrer qu'à la fin de l'exécution, a et 
(x,, x,) vérifient l'assertion q(a, x) = (x, = a'). 

Essayons de construire une assertion p,(a, x) qui soit vraie à chaque 
passage au point B : 

- p, doit être vraie au deuxième passage (s'il existe), donc pour x, = 1, 
et alors les valeurs des variables vérifient : x, = O,  x, = 0. 

- p, doit être vraie au deuxième passage (s'il existe), donc pour x, = 1,  
x, = 1 et x, < a.  

- De même, au troisième passage (s'il existe) : x, = 4, x, = 2 et x2 < a, 
etc.. . 

On peut donc proposer p,(a, x) = (x, = xz g x, < a). 
p, est bien un invariant du cycle car il est vrai au premier passage et vrai 

d'une itération sur l'autre (ce qui résulte immédiatement de 

(x, + 1), = x; + 2 * x, + 1) . 
Si l'instruction STOP est atteinte, on peut donc affirmer que les variables 

vérifient : 

q(a, x) = (x, = x; gt x, = a) 

c'est-à-dire q(a, x) = (x, = a2  g x, = a) . 
Ainsi, cet organigramme est partiellement correct vis-à-vis du prédicat 

d'entrée a B O et l'assertion de sortie x, = a'. 13 
Afin de démontrer précisément des propriétés telles que : « p, est un inva- 

riant )), nous sommes conduits à formaliser les notions intuitives introduites 
jusqu'ici. On marque certains arcs de l'organigramme considéré par des 

LIVERCY. - Théorre des programmes 6 
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points de coupure auxquels sont associés des prédicats portant sur la donnée a 
et la valeur courante de x. En particulier, l'arc arrivant à la première instruction 
et l'arc arrivant à l'instruction STOP sont marqués par un point (resp. prédicat) 
d'entrée et de sortie. On appelle étiquetage cet ensemble de couples (points de 
coupure, assertion). Soient A et B deux points de coupure d'un étiquetage d'un 
organigramme n et p, et p, les prédicats associés. 

Intuitivement, un chemin a de 7~ est dit compatible avec une valeur x ('7 si, 
pour la valeur x à l'origine de a ,  le calcul suit le chemin ci ; dans ces conditions 
a(x) est le résultat du calcul le long de a.  Les définitions suivantes précisent 
ces notions (des définitions plus formelles sont proposées à l'alinéa c du 5 2.3).  

Définition 1 

a) La condition de cheminement (ou condition de compatibilité) C(a, x ; x )  
est une assertion dépendant de x et a telle que si x vérifie C(a, x ; a) un calcul 
commençant en l'origine de a avec la valeur x suit nécessairement le chemin a .  

b) Si la valeur x vérifie C(a, x a), a(x) est la valeur de la variable après 
le calcul correspondant au chemin a .  O 

Par exemple sur l'organigramme de la figure 2 : 

C(a, (x,, x,) ; A-B) = vrai et (A-B) (x,, x,) = (O, O) 

C(u, (x,, x,) ; B-C) = (x, = a) (B-C) (XI, x2) = (XI, x2) 

en notant A-B (resp. B-C) le chemin reliant directement A à B (reip. B à C). 

Exercice 1 

Donner une définition formelle de C(x ; a) et de ~ ( x )  en utilisant les nota- 
tions du paragraphe 3.2 .  O 

Cette première définition nous permet de préciser la notion de chemin 
correct : Dans la suite on s'autorise à abréger C(a, x ; ci) en C(x ; ci). 

Définition 2 

Un chemin a de A à B est correct pour les prédicats p, et p, si pour toute 
valeur x : 

ce qu'on note simplement : p, ( a ) p,. 
Par exemple sur l'organigramme de la figure 2 en notant B-B le chemin 

associé à un cycle de B vers B, le cycle B-B est correct pour le prédicat : 

p,(a, x) = (x, = x; g x, < cc)  . 

(*) Dans la suite, pour alléger les conventions typographiques, on note de la même 
façon l'identificateur x (lettre utilisée dans le programme ou l'organigramme) et la 
valeur de x qui est un élément de l'ensemble des données. 
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En effet : 

C(x ; B-B) = (x, # a) 

(B-B) (x) = (xl + 2 * x2 + 1,  ~2 + 1) 

(x, = x ; g x 2  < a g x ,  # a)*(xl  + 2 * x 2  + 1 = ( x 2 +  1)2gtx2+ 1 < a ) .  

Définition 3 

Un chemin cl entre deux points de coupure A et B est direct s'il ne passe par 
aucun autre point de coupure. • 

Par exemple l'organigramme de la figure 2 comporte 3 chemins directs : 
A-B, B-C et le cycle B-B. 

Définition 4 

Un organigramme n muni d'un étiquetage est dit localement correct si 
pour tout couple de points de coupure A, B et tout chemin direct a de A vers B 
ana P * { ~ ) P B .  

Un organigramme n muni d'un étiquetage est dit partiellement correct 
par rapport aux assertions p et q si pour tout chemin ci de la première instruction 
à l'instruction STOP on a p { ci ) q. • 

Le théorème suivant relie simplement la correction locale et la correction 
partielle : 

Théorème 1 

Soit un organigramme n muni d'un étiquetage de prédicats d'entrée p et 
de sortie q. Si n est localement correct il est partiellement correct par rapport 
à p et q. O 

La démonstration repose sur le fait que tout chemin r de la première à la 
dernière instruction est une suite de chemins directs ci,, . . . , i(, (wi relie Ai 
àAi+l)et i les tc la i rquesipour  i = 1, ..., n o n a :  

on peut en déduire : 

(La démonstration précise s'appuie évidemment sur les définitions de 
C(a, x ; a)  et a(x) données au 5 2.3,  alinéa c.) 

Remarquons que, dès qu'un organigramme comprend un cycle, le nombre 
des chemins n'est pas fini, ce qui ne facilite pas la preuve directe de la correction 
partielle. Cependant on peut toujours choisir un étiquetage de façon que 
chaque cycle comporte au moins un point de coupure ; le nombre des chemins 
directs est alors fini, d'où l'intérêt du théorème 1. 
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Une réciproque du théorème 1 garantissant l'existence d'assertions inter- 
médiaires si le programme est partiellement correct sera présentée au para- 
graphe 5. Dans la suite nous nous efforçons d'indiquer une certaine métho- 
dologie et des heuristiques pour établir la correction partielle d'un programme. 

2 .3  Méthodologie pour vérifier la correction partielle 

a) Règles heuristiques 

Pas 1 : choix des points de coupure 
On peut, bien sûr, décider d'étiqueter tous les arcs de l'organigramme, 

mais en pratique, il est plus simple de se limiter à un ensemble de « point-clés D. 
Les points d'entrée et de sortie en font partie évidemment. Une première règle 
est essentielle pour obtenir un nombre fini de chemins directs : 

Règle 1 : couper chaque cycle. 

La règle suivante permet souvent de faciliter la recherche des assertions : 

Règle 2 : étiqueter chaque cycle avant un test de sortie. 

Ainsi dans l'exemple 2, l'application de ces règles conduit aux trois points 
de coupure A, B, C (figure 2). 

Pas 2 : choix des assertions aux  points de coupure 

Il s'agit d'associer à tout point de coupure A une assertion p, telle que 
chaque fois que le calcul atteint le point A avec la valeur x ,  alors p,(u, x) 
est vrai. Intéressons-nous au cas des points de coupure situés sur un cycle 
(ce sont les seuls pour lesquels la découverte de l'assertion n'est pas évidente). 
Avec les notations de la figure 3, on constate en suivant les différents chemins 
que p, doit vérifier les conditions suivantes : 

P E ( ~ ,  X )  =+- PA(U, (chemin direct E-A) 

p,(u, x )  eJ t(a, x )  => p,(a, x )  (chemin direct A-S). 

s 6 Pd% X )  

Figure 3 Cycle coupé par un point A. 
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Il reste à exprimer une condition analogue pour le cycle de A à A. A chaque 
nouveau parcours du cycle A-A, la valeur de x est modifiée par les affectations 
du cycle; en notant x et x '  deux valeurs successives en A, la condition sur le 
cycle s'écrit : 

ou encore plus généralement si cr est le cycle de A à A 

(p,(u, x) 9 C(u, x ; a)) +- p,(a, a(x)) (cycle ci de A à A). 

On exprime souvent cette condition en disant que p, est un invariant du 
cycle cr ; cette condition conduit à l'énoncé de la règle suivante (notations 
de la figure 3) : 

Règle 3 : Pour trouver un invariant du cycle ci de A a A, on note x, 
la valeur de x après la n-ième itération et on évalue x, en fonction de x,. 
On cherche à construire une assertion sur x, indépendante de n ; cette 
assertion est choisie comme assertion p,. 

Exemple 3 : Recherche d'invariant à l'aide de la règle 3 

Reprenons l'organigramme de la figure 2 ; en A, à la n-ième étape on a : 

Sur le cycle, on trouve 

X1.n = XI,,- 1 + 2 * x2.n- 1 + 1 

X2.n = X2,n-  1 + 1 
d'où 

(1) x2.11 = '1 

et 
n 

2 
(2) x,,,=xl ,,-, + 2  * (n- 1)+ 1 = x l  ,,-, +2  * n- 1 = (2 * i- 1)=n . 

i =  1 

De (1) et (2), on déduit une relation indépendante de n : 

La règle 3 nous incite à choisir le prédicat 

qui est moins précis que celui que nous avons utilisé dans l'exemple 2 mais qui 
suffit pour prouver la correction partielle. 
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Reprenons l'étude générale du cycle de la figure 3. La condition sur le 
chemin direct A-S peut inspirer la règle intuitive suivante : 

Règle 4 : choisir pour p, un « élargissement >> de p, tel que : 

P , G t = >  Ps. 

Exemple 4 : Application de la règle 4. 

Revenons encore à l'organigramme de la figure 2 ;  supposons connue 
l'assertion en C : 

Le prédicat pB doit vérifier : 

Il est assez naturel « d'élargir )) p, en y introduisant x2 qui ne figure pas 
dans p, : 

X ,  = x Z g x 2  = a 

ce qui incite à prendre pour pB 

En fait, la règle 3 permet de trouver un invariant en étudiant directement 
le cycle (et la valeur des variables à l'entrée de ce cycle) : c'est une étude descen- 
dante ; la règle 4, par contre, suppose connue l'assertion de sortie du cycle 
et s'en sert pour retrouver l'invariant : c'est une étude ascendante. Ces deux 
règles peuvent évidemment être appliquées conjointement. 

Exemple 5 
Considérons l'organigramme de la figure 4. 
Ce programme, s'il est correct, calcule la racine carrée entière x ,  de a. 
Cherchons p, en utilisant exclusivement la règle 3 ; nous trouvons immédia- 

tement : 

x , , ,  = x , , ,  + n  = n  
x j , ,  = x , , ,  + 2 n  = 2 n  + 1 

n n 

x 2 , , = x  , , ,-,  + x 3 : , = x 2 , , +  C ( 2 i + 1 ) = 1 +  C ( 2 i + 1 ) = ( n + 1 ) 2 .  
i =  1 i =  1 

Ainsi, l'invariant de cycle peut être : 

Il vérifie bien : 

- PA { A-B PB 
- PB { B-B PB. 
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p(a) = (a 3 0) 

(x,.  X 2 >  x j )  := (O, O,  1) 

q(a, x)=(x: 6 a < (x, + 1)') 

I 

- 1 STOP 1 
Figure 4 Racine carrée entière. 

Mais il ne vérifie pas : 

PB { B-C ) 9 

car on ne peut prouver : 

X2 = (x, + 1), ,eJ x, = 2 x, + 1 g x2 > a 3 x: < a < (x, + 1), . 

(Intuitivement, ceci provient du fait que l'on n'exprime pas que l'on sort du 
cycle pour la première valeur de x, qui vérifie x, > a.) 

L'utilisation de la règle 4 permet alors de compléter p, en ajoutant : x: d a. 
Finalement, en remarquant que x, = 2 x, + 1 n'a aucune utilité pour la 

correction partielle, on obtient pk : 

p;, = (x, = (x, + 1), g xf < a)  

On vérifie que pk est invariant et on montre que pk { B-C } q ,  ce qui 
entraîne la correction partielle de l'organigramme considéré. 13 

Pus 3 : VériJication des conditions 

L'étiquetage étant déterminé, il suffit de prouver la correction locale pour 
pouvoir en déduire la correction partielle (théorème l), c'est-à-dire de montrer, 
pour tout chemin direct cc d'origine A, d'extrémité B, que p, { a ) p,. 
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b) Exemples 

Exemple 6 
Démontrons la correction partielle de l'organigramme de l'exemple 2 

(figure 2). 
Soit o (resp. p, y) le chemin A-B (resp. le cycle B-B, le chemin B-C). Il s'agit 

de prouver : 

C(x ; 2 )  = vrai (de A il n'y a aucune condition à remplir pour atteindre B). 
a(x) = (O, O) (de A à B il n'y a eu que I'initialisation de x, et x,). 

Il est immédiat que : 

(u 3 O et vrai * 0 = gt O < a) . 
ii) et C(x ; p) * P B ( ~ ,  P(x))) 

C(x ; p) = (x, # a) (condition de parcours du cycle). 
p(x) = (x, + 2 x, + 1, x2 + 1). 

On vérifie que pour x quelconque : 

x1 = x 2 g x 2  < a g x ,  # a * x l  + 2 x 2  + 1 = (x, + 1 ) , g x 2  + 1 < a 

C(x ; y) = (x, = a) (condition de sortie du cycle). 
y(x) = x . 

Il est clair que : 

Exemple 7 

Considérons l'organigramme suivant (figure 5) qui exprime l'algorithme 
d'Euclide pour le calcul du pgcd de deux entiers naturels a , ,  a, ; reste(x,, x,) 
est le reste de la division euclidienne de x, par x,. 

Appliquons la méthode proposée : 

Pas - 1 : choisissons les points de coupure A, B, C (figure 5). 

Pas 2 : p, et pc sont connus : - 
p.& = a l  3 0 e a 2  2 O 

Pc = (xi = pgcd(a1, a2)) 

En appliquant la règle 4, p, doit vérifier : 

Déduire p, par « élargissement » revient à y faire figurer x, ainsi que x2  ; 
on peut imaginer pour p, : 
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a,, a, données & 
( x i ,  ~ 2 )  := (a , .  a,) CI 

A I - 
x := (x2.  reste (x,, x,)) I 

Figure 5 Algorithme d'Euclide. 

Il n'est pas inutile de se rappeler la propriété suivante du pgcd : 

(1) pour tout 1 3 O pgcdil, 0 )  = 1. 

Pour trouver p,, on peut aussi appliquer la règle 3 : 

(2 )  (x1,0, x2,o) = (a,, a,) 

(3) ix i ,n,  x2.n) = ( ~ 2 , n -  1 3  reste(x1.n- 1 x 2 , n -  1)) 

Pour éliminer n, on peut ici encore utiliser une propriété du pgcd : 

(4) pour I # O et k 2 O pgcd(l,  reste ( k ,  1)) = pgcd(k,  I )  

On déduit de ( 3 )  : 

~ g c d i x i . n ,  x2,J = ~ g c d ( x l , n - l ,  x2,n- 1) , 

puis, par récurrence et d'après (2 )  : 

On retrouve ainsi l'assertion trouvée par application de la règle 4. 

Pas 3 - 
Le long de A - B  : 

C(X ; A-B) = vrai 
( A - B )  i x )  = (a, ,  a,) 

On a bien : 

( a ,  2 O g u, 3 O et vrai) pgcdia,, a,) = pgcd(u,, a,) 



Chapitre 4 

Le long du cycle B-B : 

ce qui se déduit de la propriété (4). 
Le long de B-C : 

pgcd(x1, x,) = pgcd(a1, a,) x2 = O * x ,  = pgcd(u1, a,) 

qui se déduit de (1) .  
On peut remarquer qu'on n'a pas utilisé ici l'hypothèse a ,  2 O et a ,  k O, 

cependant si l'on convient que pgcd est défini sur h J 2  et reste sur 

hJ x ( hJ  - { O } ) ,  

il serait utile, en toute rigueur, de vérifier que toutes les opérations sont définies, 
en précisant chaque fois x ,  2 O ,  x ,  > O ,  .. . . 

L'organigramme de la figure 5 suppose que reste est une opération élémen- 
taire. Si on ne dispose que de la soustraction, on est amené à calculer explici- 
tement le reste comme dans l'exemple 1. On peut obtenir l'organigramme 
de la figure 6 ; nous allons prouver sa correction partielle par rapport a : 

Pas - 1 : Choix des points de coupures (voir figure 6) .  

Pas 2 : Choix des assertions : - 
La règle 4 permet d'imaginer : 

On utilise ici évidemment la propriété 

(1) pour tout 1 pgcd(1, l) = 1. 

La règle 3 permet de trouver : 

pc(a, x )  = P D @ ,  x )  = (pgcd(x1,  x2) = pgcd(a1, a,)) 

en utilisant la propriété : 

(2 )  pour k > 1 pgcd(k, 1)  = pgcd(k - 1, l) . 

Pas 3 : indiquons sommairement les démonstrations a faire : 

Le long de A-B : 

( a ,  2 O a a ,  2 O et vrai) = (a, ,  a,) = (a,, a,) . 

Le long de B-C : 
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( x i ,  x2 )  := (a,, a,) a 
(x, = pgcd(a,, a d )  

Figure 6 Calcul du pgcd par soustractions. 

a Le long de B-S : 

en utilisant (1). 
a Le long de C-D 

(pgcd(x, ,  x 2 )  = pgcd(al, a,) g x l  9 x,) * pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a21 . 

a Le long de C-C : 

(pgcd(x1, x2)  = pgcd(u1, a21 g x1 > x2)  * pgcd(x1 - x2,  x2)  = pgcd(u1, a21 

en utilisant (2). 
a Les chemins D-D et D-B se traitent de façon analogue. O 



Exercice 2 
Démontrer la condition partielle de l'organigramme de la figure 7. O 

a,, a, données I 

faux - 

I ' 
X2 := X 2  7 X I  X ,  := X I  - X 2  

1 

c) Eiuluation des conditions de compatibilité C(x ; a) et de la valeur de la variable 
à l'issue d'un chemin r(x) 

Lorsqu'un chemin a contient de nombreuses instructions, la détermination de 
C(x ; a) et de a(x) peut être compliquée. Donnons donc des définitions complètes 
de C(x ; a)  et de a(x) (ces définitions pourront servir également à une démonstra- 
tion précise du théorème 1). Procédons simplement par récurrence sur la longueur 
de a ; en effet, a est une suite d'instructions comportant des affectations de forme 
générale x := f(a, x) et des tests de forme ?(a, x) ou ?(a, x) selon que le chemin 
se poursuit par la branche vrai ou la branche faux du test. Convenons enfin de noter A 
le chemin vide. Quatre cas sont à envisager pour les définitions de C(x : r )  et a(x) : 
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a = p?(u, x) 

C(x ; a )  = C(x ; p) et non t(a, P(x)) 

a = p(x := f ( a ,  x)) 

C(x ; a )  = C(x ; p) 

Ainsi l'évaluation de C(x ; a )  et de a(x )  se fait en progressant depuis l'origine A 
du chemin a jusqu'à son extrémité B. On pourrait aussi exprimer des définitions ana- 
logues en remontant de B vers A [MAN, 741. 

Exemple 8 : Détermination de C(x ; a) et de a ( x )  

La figure 8 représente un chemin a de A vers B ; par convention nous avons noté ai 
le sous-chemin réduit aux i premières instructions de a (a ,  = A, a ,  = a) .  

C(x ; ci,,) = vrai 
y0(x) = x 

--------- C ( x ; ^ l l )  = 

% , ( x )  = î , ( a .  X )  
faux - 

- - - - - - - - - - - - - - - - -O--  

I 
C(x ; a,) = non t , (a ,  ( f , (a ,  4 ) )  
%(x) = f , (a ,  x) 

x := f,(a, X )  

- - - - - - - - - - - - - - - O  

I I 
C(x ; z3)  = n - ~  t ,(a, (f, (a ,  x))) 
z,(x) = f2(a, f , (a ,  x)) 

x := f,(a, X) 

- - - - - - - - -"- - -O--- -  1 C(x ; r 4 )  = non t , (a ,  (f,(a, x))) 
y4(x)  = f,(a. f2(a, f,(a, x))) 

, l  C(x ; ci5) = non t ,(a, ( f , (a ,  x))) et -------- tAa. (f,(a, f,(a, f,(a>))))) 
X ~ ( X )  = f:, a ,  f,(a, f , (a ,  x))) 

x := f,(a, X) 

! C(x : ci,) = non t ,(a, (f,(a, x))) g -------- % t h .  (f,(a, f2(a, f , ( a ,  XI)))) 
%(x) = f4(a, (f3(a> f2(ar  f,(a, x))))) 

Figure 8 Calcul de ~ ( x '  ; A - B) et de (A - B) ( x ) .  

Ainsi pour le chemin a de A à B : 
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Exercice 3 

Retrouver à l'aide de cette méthode, les valeurs calculées le long des chemins et 
les conditions de cheminement de l'organigramme de l'exemple 2. O 

d )  De nouveaux exemples 

Exemple 9 : Classement des éléments d'un tableau par rapport à une valeur 

Considérons l'organigramme suivant (figure 9) ; il est supposé transformer un tableau 
b[l  : n] donné en un tableau t[l : n] et fournir un entier j tels que : 

(1 )  t [ l  : j ]  < b [ l ]  < t [ j  + 1 : n] - et t - Perm b , 

en convenant que t [ k  : 11 < a est une abréviation de 

et que t - Perm b signifie que le tableau t est une permutation du tableau b (nous sup- 
posons ici que Perm est un prédicat de base). - 

Sur l'organigramme, nous avons utilisé l'opération échange : par définition 
échange(i, j, t )  est le tableau déduit de t en transposant t [ i ]  et t V ] .  

Enfin sur cet exemple les données a forment le vecteur : 

a = (n ,  b [ l  : n ] )  = (n ,  b [ l ] ,  b[2] ,  ..., b[n]) 

et les variables sont représentées par 

x = (i, j, t [ l  : n])  = (i, j, t [ l ] ,  ..., t [n])  . 

Prouvons la correction de cet organigramme 

Pas 1 : Recherche des points de coupure. - 
En appliquant les règles 1 et 2, on obtient comme points de coupure A, B, C, D et E. 

Pour décrire plus facilement les chemins directs nous étiquetons aussi d'autres arcs 
du graphe (el, el, e,, e,). 

Avant d'aborder le choix des assertions (pas 2)  nous allons insérer ici un pas 1' 
qui a pour but le calcul systématique des conditions de compatibilité et des valeurs 
des variables à l'issue d'un chemin direct. 

Pas 1' : Conditions de compatibilité et valeurs des variables à l'issue d'un chemin 
&. 

Détaillons le calcul le long de deux chemins ; les résultats complets sont résumés 
par la figure 10. 
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l n,  b [l : n] données 1 
I 

t := échange (i, j, t) 

i : = i  + 1  

t := échange (1, j. t) 

t[l : j] < b[l] < tlj + 1 : n] et t perm b - -  

Figure 9 Classement des éléments de t par rapport a b [l]. 



Chemin a = D - e, - e, - B 

ai est la suite des i premières instructions de a : 

vrai 

- - - O - - -  

C(x ; a,) = 

cc,(x) = X 

C(x ; cc,) = 
x , ( x )  = Y 

vrai - 

t[il < b[ll 

t[i] < b[l] g n < i 

C(x; cc,) = t[i] < b[l] g n  < ici < j 
-O-----  - 

t[i + 1 : j - 11, t[i], tb + 1 : n]) 

C(x; a,) = b[i] < b[l] n < i 5 i < j 
a,(x) = (i + 1 , j  - l , t [ l  : i  - 11, tE], 

t[i + 1 : j - 11, t[i], th + l : n]) 

C(x; a,) = 

cc,(x) = x 

--------- C(x ; a,)= b[l] < t[i] j < i b[l] < tfi] 
a,(x) = x 

I j : = j - l  I - ---- --- 1 C(x ; a,) = C(x ; a,) , 
ct4(x) = (i. j - 1, t[l : n]) 

t := échange (1, j, t) 

- - - --- - - C(x ; a,)=C(x ; cc,) 
cc,(x) = ( 1 , ~ -  i ,  t b -  Il. t[2 :j-21, 

t[i l ,  tli : n]) 
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Exercice 4 

Définir formellement le prédicat t p m b  

Chapitre 4 

O 

Exercice 5 

Terminer la preuve de la correction partielle du programme de la figure 9. 

Exercice 6 • 
Prouver la correction partielle du programme de la figure 11 relativement aux pré- 

dicats d'entrée p et de sortie q définis par : 

(ce programme calcule donc le reste x, de la division de a ,  par a,). 

a ,, a, données u 

Figure 11 Calcul rapide du reste (sur des nombres représentés en binaire). 
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Exercice 7 

Prouver la correction partielle du programme de la figure 12 relativement aux 
prédicats p et q (voir 5 2 . 5 ,  exemple 9). • 

Figure 12 Calcul de la fonction 9 1. 

2 .4  Problème de la terminaison 

Souvent, on montre qu'un algorithme se termine indépendamment de sa 
correction partielle. La démonstration, évidente dans le cas de cycles «pour  - 
i de 1 à n faire - », demande plus de réflexion dans le cas général. Intuitivement, 
ils'ag?t de s'assurer qu'un calcul termine. Pour cela, il suffit d'exhiber pour 
chaque cycle, une (< quantité » qui décroît à chaque itération, mais qui ne peut 
décroître indéfiniment. Ainsi, pour l'exemple 1, le reste y décroît à chaque 
itération (si b > O) en restant positif ou nul ; or il n'existe pas de suite infinie 
d'entiers naturels strictement décroissante. On en déduit que pour toute 
donnée, le cycle ne peut être parcouru qu'un nombre fini de fois : le calcul se 
termine. 

On formalise cette idée en introduisant la notion d'ensemble bien fondé : 
c'est un ensemble F muni d'une relation d'ordre < (*) pour laquelle toute suite 
décroissante est stationnaire. Pour prouver la terminaison d'un organigramme, 
il suffit alors : 

1) de choisir un ensemble de points de coupures tel que chaque cycle soit 
coupé au moins une fois, 

(+) Dans la suite x < y signifie x < y et x # y. 



2) d'associer à chaque point de coupure A une fonction fA qui associe 
aux données et aux valeurs des variables x un élément de F, 

3) de prouver, pour tout chemin direct a (d'origine A et d'extrémité B), 
que : 

Il est clair en effet que la condition 3 et la définition d'ensemble bien fondé 
interdisent de parcourir une infinité de fois tout chemin de l'organigramme 
(et en particulier tout cycle). 

Exemple 10 

On peut ainsi montrer qu'une partie de belote se termine : à chaque pli, 
quatre cartes sont abattues et le jeu ne peut avoir lieu que s'il reste des cartes 
en jeu. Considérons la variante du jeu de dames dans laquelle on arrête la 
partie à l'apparition de la première dame : si l'on autorise le mouvement des 
pièces en avant et en arrière, la partie risque de ne jamais se terminer; mais 
si l'on impose d'aller en avant, même si l'on autorise des prises en arrière, 
la partie se termine nécessairement dans le sens suivant : prenons en effet 
pour F l'ensemble N x N muni de la relation d'ordre (a, b) < (c, d )  définie 
par : a < c -(a = c g b  6 d).  

A chaque configuration du jeu, on associe le couple (x, y) où x représente 
le nombre de pièces en jeu et y est la somme (étendue à l'ensemble des pions en 
jeu) de la distance du pion à la ligne la plus avant du jeu. A chaque coup, soit 
un pion avance et donc y diminue (x reste constant), soit il y a prise d'un pion 
et donc le nombre total de pions diminue. O 

Cependant la condition 3 ci-dessus est trop forte : elle exprime la terminaison 
du programme sans tenir compte des initialisations et cela est souvent trop 
restrictif : ainsi, dans le cas de l'exemple 1, il a fallu tenir compte de l'hypo- 
thèse b > 0. 

On est ainsi conduit à introduire en tout point de coupure A une assertion qA 
caractéristique de la valeur des variables en A. La formule à prouver en 3 
devient alors : 

(qA(0, X) et C(X ; a) * fB(a, a(x)) < fA(u, ' 

Exemple 11 

Montrons la terminaison du programme de la figure 4 (racine carrée entière). 
Posons F = { x E Z / x 2 - 1 ) et munissons-le de l'ordre habituel sur 
les entiers. 

Sur le cycle ci = B-B on a : 

C(x;  a) = x, 6 a et a(x) = (x, + 1, x, + x, + 2, x3 + 2 ) .  

Posons f,(u, x) = a - x, (déduit du test de sortie). 
On ne peut démontrer directement l'implication : 

x ~ ~ u * u - ( x ~ + x ~ + ~ ) < u - x , ,  

qui revient à : x, 6 a 3 - x, - 2 < 0. 



Imposons donc une condition supplémentaire sur x, au point B, par exemple 
qB(u, x) = .yj 3 0. On obtient bien alors : 

Il reste à prouver qu'au point B, qB(a, x) est vérifié si la donnée a vérifie p(a), 
ce qui est immédiat. O 

Remarquons sur cet exemple que les assertions nécessaires a la résolution 
du problème de terminaison ne sont pas les mêmes que les assertions utilisées 
pour la correction partielle : on ne s'intéresse pas aux mêmes caractéristiques 
de l'organigramme. Nous sommes conduits a énoncer : 

Théorème 3 

Soit un organigramme n muni d'un étiquetage localement correct. Supposons 
qu'on peut associer a tout point de coupure A une fonction f, de Dn+* dans 
un ensemble bien fondé (F, <) de façon que : 

(1) f,(a, x) est défini si q,(a, x) (q, est l'assertion associée au point 
de coupure A). 

(2) pour tout chemin direct a de A vers B 

Alors n se termine pour toute donnée vérifiant l'assertion d'entrée. 
Ceci résulte immédiatement de la propriété d'un ensemble bien fondé et du 

fait qu'un cycle est formé d'un nombre fini de chemins directs. 
Une variante de ce théorème consiste à s'intéresser plus aux cycles qu'aux 

chemins directs, ce qui est naturel : si le nombre d'itérations pour chaque cycle 
est borné, il en est de même de l'algorithme. 

Théorème 4 

Soit un organigramme n muni d'un étiquetage localement correct coupant 
tout cycle. Supposons qu'on peut associer à tout point de coupure A (muni 
de l'assertion q,) appartenant à un cycle, une fonction f, de Dn+P dans un 
ensemble bien fondé (F, < ) vérifiant : 

(1) f,(u, x) est défini si q,(a, x) 

(2) pour tout cycle direct cc d'origine et d'extrémité A : 

Alors 7t se termine pour toute donnée vérifiant l'assertion d'entrée. • 
Remarquons que les démonstrations de type (1) et (2) à faire en appliquant 

le théorème 4 sont souvent moins nombreuses que celles utilisées par le théo- 
rème 3 car les cycles sont considérés globalement. Pour utiliser ce théorème, 
on peut munir chaque cycle d'un compteur qui permet de définir la fonction f 
comme nous le verrons plus loin. 



2 .5  Méthodologie pour démontrer la terminaison 

a) Méthode générule : Elle résulte immédiatement des théorèmes précédents. 

Pas 1 : Choisir un ensemble bien fondé (F, <). 
Pas 2 : Déterminer un ensemble de points de coupure tels que chaque 

cycle soit coupé au moins une fois. 
Pas 3 : Associer a chaque point de coupure A une fonction f, de Dn+P 

dansFe t  un prédicat q,. 
Les recherches de F, f,, q, sont en général conjointes. Indiquons simplement 

que dans le cas où le test de fin de cycle est de la forme x, = x, ou (x, 3 xj), 
les fonctions et prédicats attachés au point précédant ce test peuvent être de 
la forme : 

Pas 4 : Vérifier la correction locale de l'étiquetage ainsi défini. 
Pas - 5 : Vérifier en tout point A : 

(qA(a, x) * f,(a, x) défini) . 

Pas 6 : Vérifier pour tout couple de points de coupure A, B et tout chemin 
d i r e c t d e  A à B : 

ou (variante utilisant le théorème 4) : 
Pas 6' : Vérifier pour tout cycle cc de A à A : - 

(q,(a, x) g C(x ; a) =- fA(a, %(-y)) 4 x)) 

Exemple 12 

Démontrons l'arrêt de l'organigramme de la figure 2 (calcul du carré). 
Pas 1 : Prenons F = N muni de l'ordre usuel. 
Pas 2 : Les points de coupure sont A, B, C comme dans la correction 

Pas 3 : Prenons - 

Pas - 4 : On vérifie : sur a, = A-B : 

car (a 2 O et vrai => a 3 0) ; 
sur cc, = B-B : 

car ( a > x , g x , # u = > u >  x 2 +  1);  
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sur a ,  = B-C : 
qB(a, x) g C(x ; a31 qc(a, ~3 (x ) )  

car a > x 2 g t x 2 = a a &  

Pas 5 : Il est immédiat que - 
(qB(a> x) 3 f,(a, x) E F) 

car ( a 3 x 2 * u  - x 2 3  - 1 )  

Pas 6' : Il suffit de prouver - 
(q,(a, C(-x; a,) =+ fB(4 a,(x)) < fB(4 x)) 

c'est-à-dire (a > x, gt x, # a a a - x, - 1 < a - x,) . 

Exercice 8 

Prouver l'arrêt de l'organigramme de la figure 6. 

b) Méthode des compteurs : Un compteur est une variable auxiliaire associée 
à un cycle, incrémentée (ou décrémentée) de 1 a chaque passage dans le cycle. 
Présentons leur utilisation sur un exemple. 

Exemple 13 

Reprenons l'organigramme du calcul du pgcd par soustractions (figure 6) 
et introduisons trois compteurs il, i,, i, 

Pas 1 : F = N muni de l'ordre habituel. 
Pas - 2 : Les points de coupure sont A, B, C, D ,  S. 
Pas - 3 : fB(a, x) = i, ; fc(a, x) = il ; f,(a, x) = i,. 

il, i,, i, étant des compteurs, il est évident que leur valeur décroît strictement 
à chaque passage dans le cycle associé. Il suffit donc de prouver que les 
ensembles des valeurs prises sont bornés inférieurement, d'où la nécessité d'un 
choix judicieux des invariants : 
- x1 > O et x, > O doit être vrai en B, C et D.  
- A chaque décrémentation de i l ,  x,  est au moins décrémenté de 1 : les 

valeurs initiales étant les mêmes, on doit avoir x, d il. 
De même x, 6 i,, ce qui entraîne la minoration de il et i,. 
- Il est impossible de parcourir un cycle B-B sans passer par l'un des 

cycles C-C ou D-D : toute décrémentation de i, correspond a une décrémen- 
tation d'une valeur au moins égale de il + i,, or  à l'origine on a i, = il + i,, 
donc dans tous les cas i, 3 il + i, (d'où la dernière minoration cherchée). 

On peut donc prendre pour assertions : 

q,(a) = a, > O g a, > O 

qB(a, x) = qc(a, x) = x, > O g x, > O gt x, 6 il g x, d i, g i3 3 il + i,. 
q ~ ( a ,  x) = qB(cr, x) g (x, 3 x, => i, > il + i,) 

et, par exemple, q,(a, x) = vrai 



a , ,  a, données F 

Figure 13 Calcul du pgcd avec utilisation de compteurs. 

Pas 4 : - .  - 
- qA(a) qB(u, x) (provient de l'initialisation de x et des compteurs). 
- Sur le cycle C-C, il est immédiat que : 

- On montre de façon analogue que q, est un invariant du cycle D-D. 

- Sur le chemin direct D-B il faut prouver : 

( q D ( a , x ) g x 2 < x i )  + ( x l > O g x 2 > O g x l < i l  g x 2 < i 2 g i 3 - 1 3 i l + i 2 )  

ou encore en développant la partie gauche : 

(x l>OeJx2>Ogxl<i1  e J x 2 < i 2 g x 2 < x l  g i , > i l + i 2 )  

~ ( X ~ > O ~ ~ ~ > O ~ X ~  < i , g x 2 < i 2 g i , -  1 > i l  + i 2 )  

ce qui est immédiat. 
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- Sur les autres chemins directs B-C, B-S, C-D les vérifications sont évi- 
dentes. 

Pas - 5 : Il résulte immédiatement de la forme des invariants que les 
compteurs i l ,  i,, i ,  sont positifs en tous les points de coupure. 

&s 6' : Chaque compteur a été introduit de façon que, d'une itération à 
l'autre, sa valeur décroît strictement ; ce qui termine la preuve de la terminai- 
son de ce programme. O 

Remarques 

Lorsque l'on introduit des compteurs, le pas 6 (ou 6') est immédiat, celui 
qui demande le plus de soin est le pas 4 (ou éventuellement 5) ou l'on prouve que 
l'ensemble des valeurs prises par les compteurs est minoré (ou majoré). 

L'introduction de compteurs permet de diminuer l'importance du choix 
des points de coupure puisqu'on est, en général, amené à raisonner globa- 
lement sur un cycle et qu'en tout point l'invariant doit être vérifié. 

Exercice 9 

Prouver la terminaison du programme introduit à l'exercice 6. O 

Exercice 10 

Prouver la terminaison du programme introduit à l'exercice 7. O 

Exercice 11  [KNU,  68a] 
Prouver la correction totale du programme de la figure 14 calculant 

pgcd(a,, a,). 

(XI, xî, x3)  := (a, ,  a,, 1) Q 

Figure 14 Calcul du pgcd utilisant une représentation binaire de x,. • 



Chapitre 4 

Exercice 12 (recherche dichotomique) 

Considérons l'organigramme décrit par la figure 15. 

n, a, t [ l  : n] données 

P = n 2 1 ct[I :n]estun 
tableau trié par ordre croissant 

q = (1 < k < i => t[k] < a) g 
fauv - vrai - (i < k < n => a < t[k]) 

r 

Figure 15 Recherche dichotomique. 

( i  + j )  + 2 représente le quotient entier de i + j par 2. 
- Montrer la correction partielle. 
- Ce programme est-il totalement correct ? Le modifier éventuellement. O 
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Exercice 13 

On considère l'organigramme de la figure 16 (où p est un prédicat sur N )  : 

I (y ,  z) := (O, O)  i 
I 

, v r a ~  
r 

(y, 2) := (y + 1, z + 1)  

Figure 16. 

Convenons que S désigne l'ensemble des sommes des k premiers entiers : 

On définit l'application s de S dans S par 

Enfin, pour n E N, pred(n) est le plus grand élément de S inférieur ou égal 
à11 : 

pred(iz) = Max { x E S 1 x d n ) . 

1) Avec ces notations, montrer que l'organigramme ci-dessus est par- 
tiellement correct avec les prédicats suivants : 

pa : pred(y) = pred(z) g [n < y (p(n) = faux o n E S)] 
~ ~ z < ~ ~ z E S ~ ~ +  I E S  - 



PB : y - pred(y) = z - pred(z) gt pred(y) = s(pred(z)) 
et [n < y = (p(n) = faux o n E S)] z < y - 

pc : p(y) => (y E S g z E S g y = s(z)) . 
2) Montrer que la non-terminaison est équivalente à 

Vn E N p(n) = si n E S alors jaux sinon mai fsi . - 
3) Reprendre l'étude faite au chapitre 3 ( 5  2.6,  exemple 5 )  qui propose 

un schéma de programme terminant pour toute interprétation finie et pou- 
vant ne pas terminer pour une interprétation infinie. O 

** Exercice 14 

Etudier l'arrêt du programme de la figure 17. 

x donnée 

p = a > l -  

x := a 

Figure 17. 

3 PREUVES DE PROGRAMMES ITÉRATLFS 

3 .1  Introduction 

Dans les méthodes présentées au paragraphe 2, la notion de schéma de 
programme était fondamentale : c'était sur l'organigramme que nous défi- 
nissions les points de coupure auxquels étaient attachés prédicats et fonctions. 
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à des programmes de type ité- 
ratif (c'est-à-dire des D-programmes en utilisant la terminologie du cha- 
pitre 3). 

Rappelons que x désigne le vecteur d'état et que les affectations sont faites 
soit globalement, soit composante par composante. 
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Les programmes des figures 2, 4 et 6 du paragraphe 2 peuvent chacun 
s'écrire (en prenant pour domaine l'ensemble des entiers) : 

' 1  1 

x := (O, O) ; 
tant que x2 # a faire x, := x l  + 2 * x2 + 1 ; x, := x, + 1 fAt .  - 
TC 2 

x := (O, O, 1) ; x, := x, + x, ; 
tant que x, < a f& x := (x, + 1, x,, x, + 2) ; x, := x, + x j  f&. 

nj 
x : = C ( '  
tant que x, # x, f& 

tant que x, > x, f& x, := x l  - x, f& ; 

tant que x, > x, f& x, := x, - x, fait 

fuit. - 
HOARE [HOA, 691 a proposé une méthode de vérification de la correction 

partielle de tels programmes, définie de manière axiomatique. Nous pré- 
sentons cette méthode au paragraphe 3.2,  puis nous évoquons brièvement 
quelques techniques relatives à la terminaison au paragraphe 3 .4 .  

3 . 2  Correction partielle et méthode de HOARE 

a) Axiomes et règles d'inférences 

La définition de la correction partielle est la même ici que dans la méthode 
des assertions de Floyd. La différence entre les deux approches réside en la 
manière d'associer a TC les prédicats « intermédiaires » ; dans la méthode 
de Hoare, à chaque instruction ou suite d'instructions cc du langage, on associe 
un ensemble de couples de prédicats (pl,  pz) tels que si p,(a, x) est vrai 
avant l'exécution de cc alors p2(a, a(x)) est vrai après cette exécution, ce que 
nous notons : pl  { a ) pz. 

Cette association de prédicats à une instruction d'un programme ne se 
fait plus à l'aide d'étiquetage prédicatif comme dans la méthode de Floyd, 
mais, de manière plus systématique, grâce à des axiomes et des règles d'infé- 
rences d'un certain système formel que nous allons préciser maintenant. 

L'alphabet du système formel associé au langage précédent est composé 
à la fois de symboles logiques (et, ou, non, =-, ...) et d'éléments du langage. 
Les formules sont soit des prédicats, soit de la forme p { E )  q où p et q 
sont des prédicats et E  une instruction du langage. Les axiomes portent sur 
les instructions élémentaires du langage (dans notre exemple, les seuls axiomes 
se rapportent aux affectations entre variables). Les règles d'inférence rendent 
compte des divers modes de composition des instructions élémentaires 
(séquences, conditionnelles, cycles, . . .). Les seules règles considérées dans 



notre exemple sont de la forme : 

où les pi et q sont des formules. Elles se lisent « de pl ,  ..., p, on déduit q D. 
Une démonstration pour ce système formel est une liste p l ,  pz, ..., p,,, 

où pi est soit un axiome, soit se déduit de pj,, ..., pj, (avec j, < i pour 
1 < k < i) par une règle d'inférence. 

Précisons maintenant les axiomes et règles d'inférence dans le cas du lan- 
gage introduit ci-dessus : 

- axiome d'affectation : 
(AFF) : pour toute affectation x := t et pour tout prédicat p 

- règles d'inférence : 

(CND) : conditionnelle 

~ g t { E l q , ~ - n o n t { F l  q 

p { si t alors E sinon F fsi ) q - -  - - 
(ITE) : itération 

p e t t { E ) p  

p { tant que t faire E fait ) p non - t 

(SEQ) : composition séquentielle 

(IMP) : règles relatives a l'implication 

Ces diverses règles et axiomes expriment la « transformation » qu'opère 
sur un prédicat une instruction du langage, c'est donc une manière de définir 
la sémantique de ce langage comme nous le précisons au paragraphe 7 du 
chapitre 5. Cependant pour faire une preuve de correction, il faut pouvoir 
utiliser les propriétés des prédicats manipulés, par exemple pouvoir démontrer 
des formules telles que p g q r. 

Pour cette raison, en plus de l'axiome (AFF) introduit ci-dessus, nous 
prendrons comme axiomes tous les théorèmes logiques du calcul des pré- 
dicats, augmentés éventuellement d'axiomes précisant les propriétés du 
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domaine sur lequel on travaille. Par exemple, si le domaine est N, l'un des 
axiomes est : 

Exercice 15 : Vérifier que l'axiome d'affectation est mis en défaut lorsqu'on 
autorise des variables indicées. (On pourra considérer l'affectation a[a[2]] := 1 
et le prédicat final a[a[2]] = 1). O 

On peut alors définir formellement la notion de correction partielle : 

Définition 5 

Un programme 7c est dit partiellement correct par rapport a deux prédicats 
p et q si, en appliquant les règles d'inférence et en utilisant l'axiome (AFF), 
les axiomes logiques et ceux liés au domaine, on peut prouver que 
P { x ) ~ .  O 

Cette définition est analogue à la définition 1 du paragraphe 2.2, la diffé- 
rence essentielle réside dans la formalisation qui précise les règles de démons- 
tration. 

b) Recherche de prédicats et preuve de correction partielle 

Exemple 14 

Reprenons le programme x, : 

x := (O, O) ; 
tant que x, # a faire x, := x, + 2 * x, + 1 ; - 

x, := x, + 1 
fait - 

et proposons-nous de prouver sa correction partielle relativement aux pré- 
dicats 

p = a >  O e t q =  (x, = a 2 ) .  

Il s'agit donc de prouver : 

Or, d'après l'axiome (AFF) sur les affectations on obtient la formule : 

(a 3 O) g (O = O) g (O = O) { x := (O, O) ) (a 3 O) g (x, = O) g (x, = O) . 

En utilisant le théorème évident (a 3 O) * (a 3 0) g (O = O) 3 (O = O) 
et la règle d'implication, on a 

(a 3 O) { x := (O, O) ) (a 3 O) g (x, = O) g (x, = 0) . 
Dorénavant nous passerons souvent rapidement sur l'usage de la règle d'im- 
plication. 
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Ainsi, en utilisant (SEQ), pour prouver (1) il suffit de montrer : 

(2) (a 2 O) - et (x, = O) - et (x, = O) 

{ t a ~ z t q u e x 2 # a f a i r e x , : = x , + 2 ~ x 2 + 1 ; x 2 : = x 2 + 1  - f a i t ) (x ,=a2 ) .  - 
Pour démontrer (2), considérons les instructions internes à ce cycle. 

On sait (axiome (AFF)) que pour tout prédicat p 

(XI, x2 + 1)) { x, := x, + 1 ) p(a, (x,, x,)) 
et ~ ( a , ( x 1 + 2 * ~ 2 + 1 , ~ 2 + 1 ) )  { x 1 : = x l + 2 * x 2 + l }  p(a,(x, ,x ,+l))  

c'est-à-dire avec (SEQ) : 

11 nous faut choisir le prédicat p de telle sorte que l'on ait : 

Le prédicat x, = x: convient. 
Alors, en utilisant (ITE) on déduit de (3) 

(4) p(a, x) { tant que x, # a faire x, := x, + 2 * x, + 1 := x, := x, + 1 fait ) - - 
P(U, x) g (x, = a) 

d'où l'on peut déduire (2) à l'aide de (IMP) à condition de démontrer 

i iii (a 2 O) g (x, = O) g (x2 = O) == p(a, x) 

p(u, x) g (x, = a) x, = a2  

c'est-à-dire 

i (6) 
2 (x, = x i )& (x, = a) * x, = a 

qui sont vrais tous les deux. 

Exemple 15 
Considérons maintenant le programme rc, : 

x := (O, O, 1) ; x, := x, + x, ; 

tcint que x2 6 ufiiiie x := (x, + 1, x,, x j  + 2) ; 
x2 := x2 + x3 

fait - 

dont on veut démontrer la correction partielle par rapport aux prédicats : 

p = (a > O) 
q = x: < a < (x, + l ) , .  
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L'essentiel de la démonstration de la correction partielle revient à trouver un 
invariant de cycle r tel que : 

(1) r g (x, 6 a) ( x := (x, + 1, x,, x, + 2) ; x, := x, + x, ) r , 

car alors on peut en déduire (règle (ITE)) : 

(2) r { trrnt que x2 6 a faire x := (x, + 1, x,, x, + 2) ; X, := x, + x  fait ) - - 
r - et (x, > a) . 

Pour utiliser cet invariant dans la preuve de correction partielle de z,, 
il faut avoir : 

(3) p { x : = ( O , O , l ) ; x , : = x 2 + x , ) r  et 

(4) rg t (x ,  > u)*q  

(lien avec les prédicats d'entrée et de sortie), car il est alors immédiat que de 
(2) ,  (3) et (4) on déduit : 

p ( z2  } q d'après les règles (SEQ) et (IMP) . 

On remarque de plus que (3) se déduit, à l'aide de (IMP), (SEQ) et (AFF), de : 

En résumé, pour prouver la correction partielle de z,, il suffit de trouver 
un prédicat r vérifiant (l), (4) et (5). 

Explicitons (1) : 

En utilisant (AFF) et (SEQ), pour tout prédicat r 

Ainsi (1) est vrai si l'on peut prouver : 

En utilisant les définitions de p et q, on est donc conduit à chercher un 
prédicat r rendant vraies les trois formules : 

r(u, x) gt (x, > a) 3 x: 6 a < (x, + 1), 

(a 2 0) => r(a, (O, 1, 1)) 
r(a,x)eJx, 6 a * r (a , (x l+1 ,x2+xj+2 ,x ,+2) ) .  

On peut chercher à deviner r à partir de (4) et poser : 

r(a, x) : x: f a g x, = (x, + 1), , 

ce qui donne : 
- r(a,(O, 1, 1)) = (O 6 a g l  = 12) 

2 - r ( a , x ) g x ,  f a = x, < a g x ,  = ( x , + 1 ) 2 g t ~ 2  6 a 

- r(a, (x, + 1, x, +x,  +2, x, +2)) = 

(x l+l ) '  6 aeJx2+xj+2 = ( ~ + 2 ) ~ .  



On vérifie alors (4) et (5), mais la démonstration de (6) nécessite l'existence 
d'une relation entre x, et x,. 

Il faudra prouver entre autres que 

ou encore que 

c'est-à-dire x3  = 2 x, + 1 ,  propriété qu'il faut donc ajouter à r. 
Ainsi, avec une intuition bien développée, une certaine obstination et une 

« bonne étoile >>, on peut arriver à l'expression suivante de r : 

r(a, x) = (x: d a g x, = (x, + 1)2 g A-, = 2 x, + 1) , 

pour laquelle on peut vérifier immédiatement que (4), (5) et (6) sont des théorè- 
mes. On peut ainsi en conclure la correction partielle de n,. 

Remarque 

Ainsi, la méthode de Hoare apparaît comme une axiomatisation des pas 1 
et 3 de la méthode de Floyd (6 2.3) qui est obtenue en définissant un système 
formel dans lequel se font les démonstrations. Cependant, le pas 3 reste sensi- 
blement le même dans les deux approches : il faut toujours découvrir les 
prédicats intermédiaires et aucun algorithme ne permet de le faire. On remarque 
ici encore que deux démarches sont possibles : 

- Méthode ascendante, dans laquelle on part des propriétés des instructions 
élémentaires du programme et on cherche à synthétiser les prédicats entourant 
les cycles (exemple 14). 
- Méthode descendante, dans laquelle on détermine les prédicats internes 

à l'aide des prédicats d'entrée et de sortie (exemple 15). 

Ainsi cette méthode n'apparaît pas encore satisfaisante : malgré l'intro- 
duction d'un système formel dans lequel sont définies précisément les règles 
à utiliser lors d'une démonstration (ce qui pourrait donc permettre de l'auto- 
matiser), on se heurte au problème de l'invention des prédicats intermédiaires, 
qui ne peut pas se résoudre algorithmiquement. C'est ce problème fonda- 
mental que nous étudions au paragraphe suivant. O 

Exercice 16 : Reprendre l'exemple 14 en remplaçant le test x, # a du 
cycle tant que par x, < a. 

c) Pvogrammes munis d'assertions 

Jusqu'à présent, nous avons cherché à prouver a posteriori la correction 
d'un programme. Remarquons bien que cette démarche n'est ni très efficace, 
ni très raisonnable : 

- Le manque d'efficacité provient essentiellement du problème lié à la 
découverte des invariants de cycles et autres prédicats intermédiaires. 
- Le manque de cohérence est lié au problème de la construction du pro- 

gramme : bien que les méthodes de programmation ne soient pas encore très 
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satisfaisantes, il est quand même rare que le programmeur, pour résoudre 
un problème, écrive au hasard une suite d'instructions, puis cherche a prouver 
l'adéquation du programme obtenu avec le problème initial et espère ainsi, 
après un nombre limité de corrections, arriver au « bon » programme. 

En réalité, au moment où le programme se construit, on peut penser que son 
auteur a « dans sa tête », explicitement ou non, une idée sur le rôle des diffé- 
rentes instructions alignées. 

C'est ce rôle (cette sémantique) que traduisent les différentes assertions 
utilisées lors de la preuve. Par exemple, en reprenant le programme de l'exem- 
ple 14, on veut obtenir a2, en l'approchant par la suite des valeurs 02, 12, 2,. .  . 
jusqu'a a2  : l'invariant du cycle est bien x, = x;. 

En résumé, il est beaucoup plus naturel de penser au problème de la cor- 
rection partielle au moment même ou on construit le programme, en faisant 
l'effort d'expliciter alors les invariants de cycle. Ces invariants et les assertions 
d'entrée et de sortie permettent de déduire les autres assertions internes de 
manière automatique a l'aide des axiomes et règles d'inférence. 

On peut utiliser alors la méthode de Hoare en insérant dès l'écriture du  
programme, les assertions internes sous forme de commentaires placés à des 
emplacements conventionnels, éventuellement on n'écrira que les invariants 
de cycle. 

La preuve de correction partielle est faite alors simplement en appliquant, 
pour ces prédicats, les axiomes et règles d'inférences associés au langage. 
En particulier, on distingue, beaucoup mieux que dans les exemples précédents, 
l'étape de recherche de prédicats et celle de vérification. 

Exemple 16 

Reprenons le programme 7cj calculant le pgcd de deux nombres a,  et a,, 
il est muni d'assertions qui expriment que dans chaque cycle le pgcd de x, et x, 
est celui de a ,  et a, ; les invariants sont placés en tête d'itération 

tunt que x, f x2 faire g p g c d  (x,, x2) = pgcd(a,, a,) g - 
tant que x1 > x, faire copgcd(x,, x,) = pgcd(a,, a,) - 

x1 := x, - x, fait ; - 
tant que x2 > x, faire g pgcd(x,, x,) = pgcd(a,, a,) g - 

x, := x, - x, fait 
fait - 

Proposons-nous de vérifier la correction partielle de TC, par rapport aux 
prédicats : 

p = (a, > 0)e t (a2  > 0) 
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La démonstration formelle de la correctioh partielle de l'itération 

tant que x 1  < x ,  faire - x ,  := x ,  - x ,  fait - 
s'écrit : 

(1 )  pgcd(x1, x ,  - x , )  = pgcd(a1, a,) { x ,  := x,  - x ,  ) pgcd(x1, x,) 
= pgcd(al, a,) d'après ( A F F )  

( 2 )  pgcd(x,,x,) = ~ g c d ( a , > a , ) e t x ,  < x2 = - ~ g c d ( x , , x , - x , )  = pgcd(a,,a,) 
(d'après les propriétés d u  pgcd) 

(3 )  pgcd(x,,  x,) = pgcd(a,, a,) { tant que x ,  < x ,  faire x ,  := x ,  - x ,  fait } - - 
pgcd(x1, x,) = pgcd(a1, a,) A x ,  2 x ,  

de  (l), (2 )  avec ( I T E )  et ( I M P )  

De manière analogue à la démonstration précédente, o n  peut prouver que 

(4 )  pgcd(x,, x,) = pgcd(a,, a,) { tant que x ,  > x ,  faire x ,  := x ,  -x, fait ) - - 
pgcd(x,,  x,) = pgcd(a1, a,) a x ,  a x ,  

( 5 )  pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a,) g x1 G x2 * pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a,) 
( 6 )  pgcd(x l ,  x,) = pgcd(a,, a,) { tant que x ,  > x ,  faire x ,  := x ,  -x ,  fait ; - - 

tant que x ,  < x,  fa irex ,  := x 2  -x ,  f& )pgcd(x, ,  x,) = pgcd(a,, a , ) g x ,  3 x 2  - 
(en  appliquant ( S E Q )  à ( 3 )  et (4)) 

(8 )  pgcd(x l ,  x,) = pgcd(a,, a,) { tant que x ,  f x ,  fuiie . . . fait ) 
pgcd(x,,  x,) = pgcd(al, a , m  x 1  = x2 

(en  appliquant ( I M P )  à (6 )  et ( 7 )  puis (SEQ))  

(9 )  P 3 P Gpgcd(a1 ,  a,) = pgcd(a1, a,) 

(10) p { x := a ) pgcd(x,,  x,) = pgcd(al, a,) ( 9 )  et ( I M P )  

(11) P { 7C3 1 pgcd(x1, ~ 2 )  = pgcd(a1,az)  g x ,  = x,  
( S E Q )  appliqué à (10) et (8 )  

Ainsi ,  moyennant  la démonstration des formules logiques (2) ,  (5 ) ,  (7),  ( 9 )  
et (12) la correction partielle de 7 ~ ,  est prouvée. O 

Exercice 17 

Démontrer la correction partielle d u  programme 

7~ : x := a ; a : $ x i  < x ,  alors x := (x , ,  x , )  jsi ; - 
P : tant que x ,  > x ,  -- faire CO pgcd(x l ,  x,) = pgcd(a,, a,) 

x 1  := x ,  - x ,  ; 

y : tant que x ,  < x 2  faire g p g c d ( x l ,  x,) = pgcd(a,, a,) g - 
fait x ,  := x ,  - x ,  jait - - 

relativement aux  prédicats de l'exemple 16 ci-dessus. O 
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Les étiquettes ajoutées au programme ont uniquement pour but de structurer 
la preuve. O 

Nous avons déjà remarqué que, lorsque les invariants d'un programme sont 
explicités, le reste de la preuve est automatique. IGARASHI, LONDON et 
LUCKHAM [IGA, 731 ont conçu un programme (VCG : générateur de 
conditions de vérifications) qui vérifie si- un programme muni d'assertions 
(les invariants essentiellement) est partiellement correct; la vérification des 
formules logiques fait, quant a elle, appel à un prouveur de théorème qui 
demande une collaboration du programmeur (système interactif). 

Exemple 17 : Montrons, sur le programme n, muni d'assertions (exemple 16), com- 
ment on peut générer les conditions de vérification permettant de montrer la correction 
partielle. Intuitivement, on part du résultat (but) que l'on veut obtenir, considéré comme 
la conclusion d'une règle d'inférence dont on cherche les premisses (sous-buts) et ainsi 
de suite pour chaque sous-but jusqu'à ce qu'on arrive a des formules logiques ou a des 
axiomes. Nous présentons cette recherche dans le tableau suivant 

No du 
sous-but 

(but) 

(1 )  

( 2 )  

(3) 
axiome 

(4) 

(5) 

(6 )  

(7) 

(8) 

Assertion 

( a ,  > 0 )  et (a ,  > 0 )  { TC, } x ,  = x ,  = pgcd(a,, a,) - 

( a ,  > 0 )  - et ( a ,  > O) { x := a } pgcd(x, ,  x,) = pgcd(a,, a,) 

pgcd(x,, x,) = pgcd(a,, a,) { tant q u e x ,  # x ,  faire - 
. .. fait ) x ,  = x ,  = pgcd(a,, a,) - 

pgcd(a,, a,) = pgcd(u,, a,) { x  := a }pgcd(x , ,  x,) = 
pgcd(a1, a,) 

( a ,  > 0) - et (a ,  > 0) * pgcd(a,, a21 = pgcd(a,, a,) 

pgcd(x,, x,) = pgcd(a,, a,) { t an tquex ,  # x, faire 

. . . f a i t }pgcd (x , ,  - x,) = pgcd(a,, a 2 ) s l  = x ,  

pgcd(x, ,x,)  = p g c d ( a l , a 2 ) ~ x l  = x ,  * x l  = x 2  = 

pgcd(a1, a,) 

pgcd(x, ,  x,) = pgcd(a,, a,) g x ,  # x ,  { tant q u e x ,  > x 2  
faire . . . fait ; tant que x ,  < x ,  faire. .  . fF - -- 

pgcd(x1, x2)= pgcd(a,, a,) 

pgcd(x, ,  x,) = pgcd(a,, a , ) -x ,  # x ,  { tant que x ,  > x ,  
f a i r ex ,  := x ,  - x 2  fait }pgcd(x , ,  x,) = pgcd(a,, a,) - - 

Servant 
a la 

démons- 
tration 

de 

(but) 

(but) 

(1 )  

(1) 

(2)  

( 2 )  

( 5 )  

( 7 )  

A l'aide 
de la 
règle 

(SEQ)  

(SEQ)  

( I M P )  

( I M P )  

( I M P )  

(IMP) 

( I T E )  

( S E Q )  



O n  peut schématiser l'arbre de recherche des hypothèses utilisées dans les règles 
d'inférence par la figure 18. 17 

Servant 

sous-but Assertion démons- de  la 
tration règle 

Remarques 

1) Un des reproches adressés à l'introduction d'assertions dans le texte 
même des programmes est que, finalement, on écrit deux fois le même pro- 
gramme alors que les assertions sont suffisantes, à elles seules, pour caractériser 
l'algorithme construit. Malheureusement, il n'existe pas encore de procédé 
automatique (« compilateur d'assertions >)) permettant, en toute généralité, 
de transformer un ensemble d'assertions en un programme : c'est un des 
problèmes de la synthèse de programme. Plus modestement, on ne sait pas 
encore définir une bonne méthodologie permettant au programmeur d'effec- 
tuer systématiquement cette transformation. Synthèse de programme et 
méthodologie de la programmation font actuellement l'objet de nombreuses 
recherches et nous aborderons brièvement ces problèmes ( 5  4). Il semble clair 
qu'il vaut mieux construire directement un programme correct plutôt que de le 
« mettre au point )) a posteriori ; cependant en attendant mieux, il nous semble 
que l'adjonction de prédicats, sous forme de commentaires dans le texte du 

( )  

( ' O )  

(11)  
axiome 
( A F F )  

(12)  

(13)  

(14)  
axiome 
( A F F )  

(15)  

(SEQ) 

(ITE) 

( I M P )  

' ( I M P )  

( I T E )  

( I M P )  

( I M P )  

pgcd(x, ,  x 2 )  = pgcd(a1, a,) { tant que x ,  < x 2  f z e  
x 2  := x2 - x l  fait ) ~ g c d ( x ~ , x z )  = ~ g c d ( a 1 ,  a21 

pgcd(x1, x2) = pgcd(a1, a z ) g x i  # x î  x l  > x2 
{ x l  := x l  - x 2  )pgcd (x l ,  x 2 )  = pgcd(o,. O,) 

pgcd(x1 -x2> x2)  = pgcd(a1, a,) { x1 := x1 - x ,  } 
pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a,) 

~ g c d ( x , , x ~ )  = p g c d ( a 1 , a 2 ) g x l  # x ,  e t x ,  > x 2  3 

pgcd(x1 -x2 ,x , )  = pgcd(a1, a,) 

pgcd(x1, x2) = pgcd(a1, a 2 ) g x I  < x2 
{ x 2  := x2 -x1  1 pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a,) 

pgcd(x1,xz - X I )  = pgcd(a1, a21 I x 2  := x2 - X I  i 
pgcd(x1, x2)  = pgcd(a1, a21 

pgcd(x1, x2) = pgcd(a1, a z ) g x 1  < x2 * 
pgcd(x,, x ,  - x l )  = pgcd(a,, a,) 

(7) 

(8) 

(10)  

(10) 

(9) 

(13)  

(13)  
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Figure 18 Arbre de recherche de la preuve du pgcd. 

programme, est un bon moyen pour inciter le programmeur à plus de précision 
et de rigueur. 

2) La méthode de Hoare s'applique à des langages plus sophistiqués que 
celui présenté ci-dessus, elle permet par exemple de rendre compte des notions 
de procédures [HOA, 701, de saut [CLI, 721 de coroutines [CLI, 731 et de 
programmes concurrents [BRI, 731, mais reste généralement bornée à la 
correction partielle. 

3) Enfin nous avons déjà signalé que l'association de prédicats à chaque 
type d'instruction du langage permet une définition de sa sémantique ; nous 
approfondirons cette idée au chapitre 5, paragraphe 7. O 

Dans l'immédiat nous présentons un exemple de construction simultanée 
de programme et d'assertions (4 3.3), puis nous donnons quelques idées sur 
la correction totale dans le cadre de la méthode de Hoare (4 3.4). 

3 .3  Exemple 

Si r est un mot sur un alphabet convenons de noter 1 r l la longueur de Y et 
Y ( i ,  j ) le sous-mot formé par a i  a ,+ ,  .. . a i+ , - ,  (où a, est la i-ième lettre de O). 



Soient Y et p deux mots donnés sur l'alphabet A, on cherche l'ensemble des 
entiers i tels que p ( 1, i ) a soit facteur gauche de P, autrement dit l'ensemble F 
défini par : 

On peut envisager de construire F par approximations successives. Notons 
Fj  le sous-ensemble des éléments de F inférieurs à j : 

Tout entier i appartenant à F vérifie 

i +  lai< P I .  

Autrement dit 

De plus 

Il reste à construire F j  à partir de F j -  , 

Cette étude se transcrit en un premier programme, où F est une variable à 
valeur dans les parties de N et dont la valeur finale est le résultat. L'invariant de 
l'itération est la propriété (1) : 

s i p ( j + l , \ a \ )  = cc&F:= F u { j ) , f s i  - - 
fait - 

Le calcul de la condition 

(2) P ( j +  l , l a l > = a  

peut être développé pour se ramener à des comparaisons de lettres de a et de P. 
On peut, par exemple, rechercher le plus grand k E [O, \ a / + 11 tel que : 

(3) i < k + a ( l , i )  = P ( j  + 1 , i ) .  

La condition (2) s'écrit alors plus simplement : 

k >  l a i .  

L'entier k est facile à calculer en comparant successivement les lettres de a et de 
P ( j + 1, 1 a 1 ). Voici un programme correspondant au calcul de k : 
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8 : e k  := 1 ;  
tant que k < 1 x I -ak  = b j + k  

f a i r e g i <  k * c r ( l , i )  = B ( j +  1 , i ) E  
k : = k + l  

L'invariant de l'itération est la propriété 3. 
Finalement, nous pouvons écrire le programme complet sous la forme sui- 

vante (le lecteur pourra facilement donner une version effective de ce pro- 
gramme dans un langage de programmation en représentant par exemple les 
mots par des tableaux et en décrivant F par des impressions) 

tcrnt quek < / c c  I g a ,  = b j+k  
faire co i<k=>cc( l , i )=f l ( i+l ,  i> g - 

k : =  k S 1  
f r1 i t  

s i k  > Ia)lorsF:= F u  { j }  f . ~ i  - - 
, f ; i i t  - 

grâce à la technique de construction du programme, nous connaissons ici les 
principaux prédicats à utiliser pour la preuve de ce programme, ce qui évite 
tout effort d'imagination pour démontrer la correction partielle. 

Exercice 18 : Prouver le programme de l'exemple ci-dessus. 

3.4  Correction totale 

Les techniques présentées au paragraphe 2 .3 .  (Introduction d'un ensemble 
bien fondé E et de fonctions d'évaluation à valeurs dans E, introduction de 
compteurs) ont été adaptées au cadre introduit par HOARE. Nous présentons 
maintenant ces techniques respectivement en a) et b). 

a )  Ensemble bien fondé et fonction d'évaluation 

Les idées à la base de cette méthode de preuve directe de la correction totale 
introduite par MANNA et PNUELI [MAN, 741 sont : 
- Utiliser le même étiquetage pour la terminaison et la correction partielle, 

cet étiquetage étant exprimé par un système formel analogue à celui de 
HOARE. 
- Faire porter les prédicats de fin d'instruction (q dans p { S } q) à la fois 

sur les valeurs des variables avant l'exécution et après l'exécution (appelés 
respectivement x et x'), ce qui permet d'introduire dans ces prédicats des 
formules de la forme u(x) > u(xl). 
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Le nouveau système formel contient des règles de la forme : 

- (AFF') affectation : pour tout prédicat p et toute affectation x := E 

p(a, E )  { x := E ) p(a, x') et x' = E . 

- (CND') conditionnelle : 

p(a, x) { si t alors El sinon E, jsi ) q(a, x, x') - -  - - 
La règle la plus fortement modifiée concerne évidemment les itérations, 

puisque ce sont les seules instructions posant le problème de la terminaison. 

- (ITE') itérations : 

p(a, x) et t(a, x) { E ) q(a, x, x') g (u(x') u(x)) , 
(VX, Y) ( d a ,  x, Y) L?! t(a, Y) * p(a, Y)) , 
(Vx, x', x") (q(a, x, x') q(a, x', x") * q(a, x', x")) , 

Wx) (p(a, x) et non t(a, x) d a ,  x, x)) 

p(a, x) { tant que t faire E fait ) q(a, x,  x') et non t(a, x') - - -  
ou u est une fonction d'évaluation à valeurs dans un ensemble bien fondé. 

Exercice 19 

Prouver la terminaison du programme de l'exemple 16 (a 3.2). 

b) Compteurs 
L'introduction de compteurs pour prouver la terminaison a été reprise par 

LUCKHAM et SUZUKI [LUC, 751, qui ramènent ainsi la preuve de l'arrêt 
à une preuve de correction partielle du programme augmenté de compteurs. 
Ils ont pu ainsi utiliser le système VCG pour prouver la correction totale. 

L'idée fondamentale consiste à modifier toute itération 

tunt que t faire E fcrit - - -  

en ajoutant un « compteur >> : variable C prenant des valeurs entières : 

C := Co ; tant que t jaire C := f(a, C) ; E jait -- - 

où j' vérifie (VC) (j'(u. C) < C + 1) et Co peut dépendre de a. 
Si l'on peut ajouter, à l'invariant p de cycle, une assertion de la forme 

C < g(a) (c'est-à-dire que l'ensemble des valeurs de C est borné par une fonc- 
tion de a), alors la correction partielle du nouveau programme n', ainsi obtenu, 
entraîne nécessairement la terminaison du programme initial. 
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4 CONSTRUIRE DES PROGRAMMES CORRECTS 

« If you want more effective programmers, you will 
discover that they should not waste their time debugg- 
ing, they should not introduce the bugs to start 
with. » 

(DIJKSTRA) 

4 .1  Introduction 

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons vu comment prouver la 
correction de programmes déjà construits ; cette démarche n'est pas très satis- 
faisante pour le programmeur : on lui demande non seulement d'écrire un 
programme mais encore de prouver qu'il est correct. S'il découvre alors des 
erreurs, rien dans les méthodes précédentes ne lui permet de corriger ces 
erreurs ou a fortiori d'écrire directement un programme correct. C'est pourtant 
bien à cette dernière solution qu'il faudrait parvenir. Certes de nombreuses 
méthodes ont été proposées ces dernières années pour mettre fin à une pro- 
grammation empirique, elles permettent d'éviter certaines erreurs mais ne 
garantissent absolument pas la correction de l'algorithme qu'elles ont permis de 
construire. Le lecteur trouvera de nombreuses références bibliographiques 
dans [DIJ, 721, [FRA, 751. Parler de correction suppose que l'on sait prouver 
cette correction; aussi la réalisation automatique de programmes corrects 
est-elle apparue comme une application possible de la démonstration de 
théorèmes fondée sur le principe de résolution de Robinson [CHA, 731. La 
construction d'un programme peut être assimilée à la recherche d'une fonction f 
qui à une donnée x fait correspondre un ensemble de résultats z = f(x). Il 
suffit de formuler cette recherche comme celle d'un théorème à démontrer 
dans le calcul des prédicats du le '  ordre : 

(VX) (3.4 Q(x, 2) 

où Q est un prédicat qui est vrai si z est bien le résultat cherché. Le programme 
est alors dérivé de la démonstration. Des résultats ont été obtenus dans des cas 
très simples [CHA, 731, [MAN, 741 ; mais pratiquement cette méthode est peu 
utilisable : elle suppose une description de tout l'environnement du problème 
en énoncés du calcul des prédicats qui est source d'erreurs. Et comme cet envi- 
ronnement devient vite trop riche, le nombre d'essais pour la démonstration 
du théorème croît de façon démesurée et la preuve ne peut être obtenue en un 
temps raisonnable. De plus le principe de résolution n'a pas répondu aux 
espoirs qu'il avait suscités. 

D'autres recherches essaient de s'inspirer des méthodes de preuves déve- 
loppées précédemment pour prouver des programmes, étape par étape, en les 
construisant. Il nous a semblé important de présenter deux approches de la 
construction de programmes corrects se rattachant à ce courant de recherches 
qui sont, pensons-nous, une application importante des techniques précé- 
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dentes. Nous ne prétendons évidemment pas épuiser cette question, un livre 
n'y suffirait pas, ni même citer tous les travaux s'y rapportant ; nous renvoyons 
le lecteur à la bibliographie [ARS, 761, [NEW, 751 pour les approches les plus 
connues. 

4 . 2  Construction d'un programme par raffinements successifs 

a )  Idée générale 

Dès qu'on est en présence d'un problème un peu complexe, on ne sait pas 
exprimer en une seule fois un algorithme permettant de résoudre ce problème. 
Un des procédés les plus utilisés pour vaincre la complexité d'un problème est 
de le décomposer en sous-problèmes plus simples. On est conduit à écrire 
l'algorithme général à l'aide de modules dont on se contente d'indiquer le rôle 
(résolution de tel sous-problème) et pour lesquels on construit ensuite des 
algorithmes de résolution. Ces algorithmes peuvent à leur tour faire appel à 
d'autres modules et ainsi de suite jusqu'à ce que le niveau du langage d'expres- 
sion d'algorithmes ou de programmation soit atteint. 

Il faut donc regarder comment se posent les problèmes de correction au 
cours d'une telle démarche et comment on peut les résoudre. Nous le faisons 
sur un algorithme de numérotation des sommets d'un graphe, puis nous tirons 
quelques conclusions plus générales. 

b) Problème du tri topologique 

Ce problème peut s'énoncer sous la forme suivante : 
Etant donnés un ensemble fini F et une relation binaire r sur F telle que le 

graphe (F, T) soit sans circuit, on demande de trouver une relation d'ordre 
total C compatible avec r ; autrement dit, de trouver une relation 2 qui vérifie : 

La figure 19 illustre cet énoncé sur un exemple 

relation d'ordre totale C compatible avec l- 
(on a omis ici les boucles ainsi que les flèches 
déduites par transitivité) 

relation r sur { a,  b, c, d ,  e } 

Figure 19 Problème du tri topologique. 



Vérification et conception de programnzes [a 41 193 

Présentons une résolution par raffinements successifs de ce problème : 

Le résultat et sa représentation 

Supposons ici que F ait n éléments. Une façon particulièrement concise de 
représenter une relation d'ordre total Z sur F consiste à la représenter sous la 
forme d'une suite x , ,  . . . , x ,  d'éléments distincts de F, de façon que : 

Le résultat du problème peut alors être défini comme une fonction injective r, 
de domaine de définition D(r) = [l : n] et de domaine d'arrivée A(r)  = F, 
vérifiant la propriété : 

Vi,  j E D(r)  r(i)  r r ( j )  * i < j 
Plus précisément notre problème peut s'énoncer sous la forme 

E : Résultat : suite r telle que 
D(r) = [l : n] g A(r)  = F g r est injective g 

Vi, j E D(r) r(i) r r u )  == i d j .  

On peut alors avoir l'idée de construire r par étapes. A la p-ième étape, r est 
définie sur p éléments (O < p < n)  et vérifie donc la propriété 1 suivante : 

I : D(r)  c [l : n] gt crtrd D(r)  = p g A(r )  c F 
r est injective gt Vi, j E D(r) r(i) T r(j) * i d j . 

L'objectif de chaque étape est d'étendre r en ajoutant un ,élément à son 
domaine de définition. On est ainsi conduit à l'algorithme SI suivant : 

SI : Y + @  
tunt que card D(r)  < n 

fiire - 
[Résultat : couple ( i ,  x )  tel que 

i $ D(r) gt x $ A(?) Vj  ii D(r) (x r r u )  i d j g t  r u )  T x  * j < i )]  ; 
r +- r u ( i ,  x )  
fair - 

dans lequel la notation r + r u ( i ,  x) signifie que r est prolongée en i de telle 
manière que r(i) = x (en particulier elle implique : D(r) + D(r) u { i ) et 
A(r)  +- A(?) u { x }). 

On obtient ainsi un algorithme inachevé (ou encore un squelette d'algo- 
rithme) dans lequel la partie entre crochets représente un nouvel énoncé à 
remplacer par une construction algorithmique de ( i ,  x ) .  Avant de poursuivre, 
il faut vérifier que : 

- L'itération préserve l'invariant I, 
- L'itération se termine. 

Ceci est sans difficulté ici, sous réserve naturellement que la partie placée 
entre crochets soit correcte. 



Une première idée de solution 

Pour déterminer (i ,  x ) ,  une idée simple consiste à construire r en progres- 
sant de 1 à chaque étape sur l'indice i. Ceci nous assure automatiquement : 

Si l'on remarque de plus qu'à chaque étape, i est le cardinal de D(52) l'algo- 
rithme prend la forme S, suivante : 

pour i & 1 jusqu'à n 
T i r e  - 

[Résultat : x tel que 
x # A(r) g V j  E D(r) x r(j) * i d J ]  ; 
r t r u ( i ,  x )  
,fait - 

En remarquant que, par construction de r: l'inégalité i < j est fausse on 
peut remplacer le prédicat 

par le prédicat 

non x r r u )  - 
et il est donc légitime de remplacer : 

par le prédicat équivalent : 

L'algorithme S ,  prend alors la forme S ;  suivante : 

pour i & 1 jusqu'à 12 - 
foire 
[Résultat : x tel que 
x $ A(v) g~ T ( x )  n A(v) = 01 ; 
r t r u ( i ,  x )  
fait - 

Ici encore il n'y a aucune difficulté à prouver que si r est un résultat de S i  
(ou ce qui revient au même de S,), c'est une solution du problème posé. Ceci 
peut se démontrer directement en utilisant la définition de l'invariant I, mais 
il est possible également d'effectuer cette démonstration par étapes en utilisant 
la correction de S I  et en montrant que tout résultat de Si est un résultat de S I .  
Notons que cette deuxième manière de procéder est bien adaptée à la démarche 
sui\zie pour construire Si : il suffit de justifier chaque transformation d'énoncés. 



Vérification et conception de programmes [$ 41 195 

Il reste donc, pour prouver que Si est bien une solution du problème consi- 
déré, à montrer l'existence d'un résultat r pour toute donnée (F. r ) .  Com- 
mençons tout d'abord par exécuter cet algorithme pour une donnée parti- 
culière, par exemple celle de la figure 19. Pour cela donnons une suite possible 
de valeurs de r : 

Ici il n'est plus possible de choisir un élément de F satisfaisant aux conditions. 
Ainsi r ,  est une solution correcte pour le graphe partiel restreint à { c, e, a ) 
mais il n'est plus possible de continuer. Intuitivement, ceci provient de ce que 
I . , ,  r,, r ,  construits par l'algorithme S ;  ne sont pas nécessairement inclus dans 
le résultat cherché, ce qui rend impossible le choix de certains éléments. 

En bref, on peut dire que l'algorithme Si peut s'arrêter par un blocage, 
c'est-à-dire pour des valeurs de i < n : il est partiellement mais non totalement 
correct. Il faut donc remettre en cause cet algorithme. Notons que l'idée 
dé~eloppée ici conduisait à une simplification du choix de i (valeurs succes- 
sives) ; elle ne peut se réaliser que si, conjointement, on renforce les conditions 
sur x. 

Une solution correcte au problème posé 

En supposant que Y,, est un résultat correct c'est-à-dire satisfaisant l'énoncé E 
et que r, est formé des i premiers éléments de la suite r, on obtient : 

(1)  j ,< i + j E D(ri) . 
Notons alors x le dernier élément de ri, autrement dit ri(i). Nous avons vu, 
lors de la recherche précédente, que la propriété : 

était automatiquement vérifiée. Le choix séquentiel des i rendait inutile cette 
condition, ce qui pouvait conduire à des blocages. Pour les éviter exigeons que : 

V ~ E F  y T x = > r L : ~ , ( y ) 6 i - 1  

c'est-à-dire encore, avec (1) : 

et donc : 

OU encore : 

en convenant que T- '(x) est l'ensemble des prédécesseurs de x (voir figure 20). 
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Intuitivement il est clair que cette condition doit éviter les blocages rencontrés 
précédemment puisqu'à chaque étape un élément x ne peut être choisi que si 
tous ses prédécesseurs l'on déjà été. On est conduit, en utilisant ce qui précède 
à remplacer l'énoncé entre crochets de Si par l'énoncé suivant : 

(2) [Résultat : x tel que 
x $ A(r) g r (x) n A(r) = @ g ï -'(x) c A(r)] . 

Et, en remarquant que l'assertion T(x) n A(r) = @ est toujours 'vérifiée 
(voir exercice 20), on obtient l'algorithme S ,  suivant : 

S ,  : r c @  
pour i & 1 jusqu'a n - 

frrlre 
[Résultat : x tel que 

x # A(r) g r - l ( x )  c A(r)] ; 
v c r u (i, x) 
fait - 

S, est partiellement correct, mais on peut également montrer (voir exercice 21) 
qu'il admet une solution v pour toute donnée (F, T) ce qui prouve la correction 
totale. 

a ne peut être le dernier élément de 
r ,  car r - ' ( a )  4 A(r, - 

c peut être ce dernier élément 

A ( r , -  1) 

Figure 20 Etape de résolution du tri topologique pour l'exemple de la figure 19. 

Exercice 20 

Montrer par récurrence qu'avec les hypothèses et notations de l'énoncé (2). 
l'assertion T(x) n A(v) = @ est toujours vérifiée. O 

Exercice 21 

Montrer qu'il existe toujours x satisfaisant à l'assertion : 
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Algorithme et programme final 

Pour aboutir a un algorithme, il reste à transformer l'énoncé (3) figurant 
dans Sj. Le choix de x sera plus facile si l'on construit a chaque étape l'en- 
semble : 

CANDIDATS = (E-A(?)) n { z 1 T-'(z) c A(r) } . 

L'énoncé (3) se réduit alors a 

[Résultat : x tel que 
x E CANDIDATS] 

La construction itérative de CANDIDATS se déduit facilement de la définition 
de cet ensemble ce qui donne finalement l'algorithme suivant : 

y + % ;  
CANDIDATS c { z ( 
pour i & 1 jusqu'à n - 

faire - 
[Résultat : x tel que 
x E CANDIDATS] 

r t r u (i, x) ; 
CANDIDATS c ( C A N D I D A T S - { ~ ) ) U { ~ / ~ ~ ~ ~ ~ - ' ( ~ )  c A(r)}. 

fil  it - 

La vérification de cet algorithme consiste essentiellement à prou\-es que 
l'assertion suivante est un invariant (cf. exercice 22) : 

r(l) ,  r(2), . . ., r(i) sont les ipremiers éléments d'une suite résultat el 
CANDIDATS = (E-A(r)) n { z r - ' ( z )  c A(r) . 

A ce stade de la décomposition, il est nécessaire de préciser une représen- 
tation pour les objets F, CANDIDATS, r .  ... qui sont manipulés. Il est inté- 
ressant de noter que ce choix a été retardé au maximum et que l'algorithme a 
été prouvé indépendamment des représentations. De plus le choix des repré- 
sentations pourra être guidé par la nature des traitements qui est déjà connue 
(par exemple pour r on sait qu'on ne fait que des adjonctions, ...). Pour le 
graphe il est utile de connaître : 

- pour chaque point x, l'ensemble de ses successeurs : soit T(x) cet 
ensemble ; 
- pour chaque point z,  le nombre de ses prédécesseurs stricts qui ne sont pas 

inclus dans A(r), soit NP@) ce nombre. N P  est un tableau. 

Ces choix nous conduisent à un nouveau raffinement de l'algorithme : 

Acquisition de T ; 
Initialisation de NP  
y + @ ;  
CANDIDATS c 0 ; 
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pour chcrque x E F jc1ii.e si NP(x)  = O CANDIDATS c -- -- 
CANDIDATS u { x } fsi fuit ; -- 

pour i & 1 jusqu'à 12 - 
fi l ir e 

a- 

[Résultat : x tel que 
x E CANDIDATS] ; 

r c r u (i ,  x )  ; 
CANDIDATS c CANDIDATS - { x ) ; 

NP(z)  = O CANDIDATS c 
CANDIDATS u { z ) fsi - 

fuit - 

Ici, comme après chaque nouveau raffinement, il faudrait vérifier que les 
descriptions qui ont été détaillées par rapport aux anciennes versions sont 
encore correctes. 

Pour achever la programmation convenons de représenter simplement : 

- les éléments de F par des entiers compris entre 1 et 12. 

- r par un tableau à deux dimensions S tel que S[z ,  il est le i-ième succes- 
seur de z et par un tableau N S  : NS[z]  est le nombre des successeurs de z. 
- r par un tableau à une dimension R tel que r(i)  = x équivaut à R[i]  =x. 
- CANDIDATS par un tableau de booléens CANDIDATS tel que 

z E CANDIDATS équivaut à CANDIDATS [z]  = - vrai. 

Voici un programme ALGOL 68 obtenu à partir de la dernière version de 
l'algorithme en utilisant les conventions précédentes (les déclarations et 
lectures ne sont pas explicitées) : 

# Déclarations et lectures : # 
# déclaration de n, S ,  N S ,  R, NP,  CANDIDAT ; 

lecture de n ,  S ,  N S  # 
e7zt x # premier candidat # ; - 
ent z # point du graphe # ; - 

# Irzitialisations : # 
# i7zitialisatio11 de R inutile # 
# irzitiulisation de N P  à partir de S et N S  # 
# initialisation de CANDIDAT : # 
pour i depuis 1 jusqu'ii n jaire CANDIDAT [il := (NP[ i]  = 0) fait ; ---- - 

# Itération # 
/ ) O U I .  i depuis 1 jusqu'à 71 --- 

faire 
x 1 ; tant que non CANDIDAT [x]  jaire x := x + 1 juit ; -- - - 
R[i]  := x ;  
CANDIDAT [x]  := jaux ; - 
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pour j de11ui.r 1 ,jusqu'à NS[x] 
f a i r e  - 

z := S [ X ,  J]  ; 
NP[z] := NP[z] - 1 ; 
CANDIDAT [z] := CANDIDAT [z] - NP[z] = O 
,f(iit - 

fait 
# ~ m ~ r e z o i î  du résultat R : # 

imprimer (R) @ 
Exercice 22 

Montrer que l'assertion 

r(l), r(2), . . . , r(i) sont les i premiers éléments d'une suite résultat gt 
CANDIDATS = (F - A(r)) n { z 1 T -'(z) c A(r) } 

est un invariant de l'algorithme S,. 

Dans l'exemple que nous venons de développer, nous avons essayé de définir 
le résultat cherché par un module simple ne comprenant qu'une itération. 
Le corps de cette itération admet comme résultat intermédiaire le couple (i, x )  
qui n'est pas entièrement explicité mais seulement « spécifié » par les propriétés 
qu'il doit vérifier. Il faut ensuite « raffiner >> c'est-a-dire écrire un algorithme 
pour construire ce résultat intermédiaire, et ainsi de suite jusqu'au programme. 
A chaque raffinement, on vérifie que la nouvelle version de l'algorithme est 
correcte si l'on admet la correction des modules qui restent à définir. Pour 
cela il faut adopter la même démarche qu'au paragraphe précédent sur les 
preuves de programme, c'est-a-dire vérifier que les cycles préservent le premier 
invariant défini et que ces cycles se terminent. 

Nous venons implicitement de parler de raffinements sur les structures de 
contrôle du programme ; à chacun de ces raffinements correspondent un (ou 
plusieurs) raffinement(s) sur les structures de données utilisées dans l'algo- 
rithme (choix de représentation des objets introduits) et des choix de réalisation 
(progression d'une unité pour déterminer le couple (i, x). introduction de 
l'ensemble CANDIDATS). 

Le passage d'une étape à la suivante correspond donc à des changements 
limités et bien définis, la preuve associée à ce passage sera donc facile à faire. 

De plus les choix tardifs de représentation ne remettent pas en cause les 
preuves qui les précèdent, ce qui facilite la modification de ces choix, pour 
s'adapter à la plus ou moins grande richesse d'un langage de programmation 
au niveau des structures de données. 

Problème : Ecrire par raffinements successifs un algorithme pour générer 
une configuration de 8 reines sur un échiquier de telle sorte qu'aucune reine ne 



soit en prise avec une autre (c'est-à-dire de telle sorte qu'on ne trouve pas deux 
reines sur une même ligne, ni sur une même colonne, ni sur une même dia- 
gonale). 

4 . 3  Construction d'un programme par transformations d'énoncés 

A chaque étape du raffinement, la méthode précédente propose d'expliciter 
de nouvelles actions pour mieux définir et surtout construire un certain objet, 
en cela on peut dire qu'elle a un caractère assez dynamique. Tout en conservant 
ces caractères de modularité, de correction, de recul des choix de représen- 
tation, on peut souhaiter travailler de manière plus statique en opérant par 
transformations d'énoncés. C'est cette idée que nous essayons de mettre en 
euvre dans les exemples qui suivent : 

a) Premier exemple : Recherche associative dans un tableau trié. 
Un énoncé informel de ce problème peut être : étant donné un tableau t  

de n entiers, trié par ordre croissant, et un entier a, trouver le premier indice m  
tel que t [m]  = a s'il existe, sinon donner à m  la valeur O .  

Une formalisation peut conduire à l'énoncé suivant : 

Résultat : m tel que 
3 q ~ [ 1  :11+1]g(1  < i < ( j = t [ i ]  < t r ) c ' f ( q  < i < i i = t [ / ]  3 tr)g 
m = sl: q  6 12 g t [q]  = a alors q silzon Ci f . i i  - 

Dans cet énoncé m  est bien défini à partir de q. 
Il reste donc à chercher un énoncé algorithmique définissant q. q vérifie : 

V i  ( 1  < i < q  t(i) < a) & 'd j  ( q  < j < H - t( j )  2 a) . 

Cet énoncé ne donne pas directement un moyen de construire q  mais il 
comprend deux parties ; on peut alors penser lui substituer un énoncé plus 
général qui nous permettrait de scinder le problème de la recherche de q en 
deux sous-problèmes. 

Si nous introduisons u et a tels que : 

nous pouvons affirmer que u 6 q 6 c. 
Rechercher u et t. vérifiant P est un problème plus général que la recherche 

de q  (si u = c alors q  = u). Il comporte une solution évidente u = 1, 
c = 77 + 1 .  

Essayons donc de construire une suite (u,. c,) vérifiant P, démarrant à 
uo = 1 et r0 = n + 1 ,  et convergeant vers la solution particulière u = 1.. 

Pour cela on scinde à chaque étape l'intervalle [u, : ch] en deux. d'où la défi- 
nition de la suite : 



VériJication et  conception de yrogran~nîes [$ 41 

u,, = 1>U0 =II  + 1 
= (ui + vi) i 2 

uiTl  = -. t(wi) < a & wi t 1 & ui .fSi - 
vi+  = t(bvi) < a alors vi sirzon lvi fsi - 

On se convainc que P(uk, z;,) est vrai. 
D'où l'énoncé algorithmique définissant q : 

Résultat : q tel que 
u : =  1 :  U:=17+ 1 ;  
tunt qzie u # u firire - 

iv := (u + v) i 2 ;  
t[lts] < a & u := $1. + 1 t. := 11% f s i  

fait ; - 
q = u .  

P(u, v) est l'invariant de ce cycle et il est clair que : 

(u = t. P(u, c)) + u vérijie la définition de q 

Cet algorithme est donc partiellement correct. 
Pour la correction totale, il suffit de remarquer que la suite v - u décroît 

strictement à chaque itération ; donc l'algorithme s'arrête. 
Pour bien se convaincre de la nécessité d'une démonstration complète, le 

lecteur est invité à examiner la situation proposée dans l'exercice suivant : 

Exercice 23 

Supposons que l'on ait défini q par : 

tcrnt que u f v faire - 
bV := (u + v) + 2 ;  
si t[w] < a & u := i.t3 sinon t. := w fsi - - 
fait : - 

Etudier la correction partielle, puis la correction totale de cet algorithme. O 

Exercice 24 

Insertion dichotomique. 
Etant donné un tableau t[l : II] trié, insérer une valeur u dans ce tableau 

de façon à obtenir un tableau t'[O : n] trié. 
1) Proposer un énoncé formel (ED) de ce problème. 
2) Déduire de (ED) un énoncé algorithmique correct (EA) en utilisant la 

même démarche que dans l'exemple précédent. 

b) Deuxième exemple : (( Le drapeau hollandais )) (dû à DIJKSTRA) 

On dispose de n cases dans lesquelles sont rangées II boules, de couleur bleue, 
blanche ou rouge (les trois couleurs du drapeau hollandais). Il s'agit de regrou- 



per en tête toutes les boules rouges, en queue toutes les bleues, sachant que l'on 
ne dispose que des fonctions suivantes : 

eclî(i, j )  qui réalise la permutation des contenus cases i et j, 
c(i) qui teste la couleur de la boule contenue dans la case i et dont le résultat 

est bleu, blanc ou rouge. 
De plus, cette dernière fonction ne doit pas être utilisée plus de n fois. 
Donnons un énoncé formel E, de notre problème : 

E, : Résultar : r et b tels que : 
1 6 i 6 r a c(i) = rouge gt 
r < i < b * c(i) = blalzc 
b 6 i 6 n a c(i) = bleu . 

Cet énoncé ne permet pas de calculer directement les résultats (sauf par essais 
et erreurs). 

Essayons donc, à nouveau, de définir r et b par un ou plusieurs énoncés plus 
larges que E, et de faire converger vers E, ces énoncés approchés. 

Comme énoncé élargi considérons l'énoncé : 

Résultat : r', r", b ' ,  b" tels que 
6 i < r' * c(i) = rouge gt 

r" < i < b'* c(i) = blanc g 
b" 6 i 6 n = c(i) = rouge) . 

Cet énoncé admet une solution évidente : 

r'  = r" = 0 ; b' = 1 ; b = 12 + 1 (en particulier on a bien r" < b')  . 
Si nous obtenons r' = ut' et b' = b" nous pouvons alors poser r = r' et 

b = 6'.  Ceci conduit à l'algorithme de construction de r et b suivant : 

Résultat : r et b tels que : 
:= .- .- O ; b' := 1 ; b" .- . - n +  1 ;  

tant que r' # r" - b' # b" fnire - 
[Clusser les couleurs : 
dimirîuer r" - r' ou b" - b' 
en préservurzt 1 'il2 vuriant pl 
fait ; - 

r =  r ' ; b  = b ' .  

Le module << Classer les couleurs )> sera explicité par la suite. 
Remarquons que la condition d'arrêt est r' = r" - et b' = b", or à l'ini- 

tialisation nous avons déjà r' = ru ; il nous faut donc essayer de conserver 
r' = r". Un nouvel énoncé élargi peut donc être : 

Résultat : r ' ,  b', b" tels que 
( 1  6 i < r' + c(i) = rouge 
r' < i < b' + c(i) = blrrrzc 
b" 6 i < 12 =. c(i) = bleu) 
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et la définition de r et b devient : 

Résultat : r et b tels que : 
r ' : =  O ; b ' : =  l ; b U : =  f i  + 1 ;  
tant que b' # b" ,faire - 

[Classer les couleurs : 
dimilzuer b" - b' en 
préservant l'invariant q] 

fuit ; ' - 
r = r ' ; b  = b ' .  

q devant être un invariant la correction partielle est évidente. Explicitons donc 
le module << Classer les couleurs D. De manière schématique, avant l'exécution 
de ce module nous sommes dans le cas représenté par la figure 21. 

rouge blanc bleu 

? ? ? 

I I I I I I I 

Figure 21 Etat des cases avant une étape de l'itération. 

Examinons alors le contenu de b' : 
Classer les couleurs : cgs c(b') = rouge : mettre avec les rouges ; 

c(bl) = blurzc : mettre avec les bluncs ; 
c(bl)  = bleu : mettre avec les bleus 

fcas - 
Détaillons « mettre avec les rouges )) : avant exécution, nous avons 

q g c(bl) = rouge 

qui est vérifié ; il nous suffit donc de procéder a la suite d'instructions : 

il est clair que si q g c(bl)  = rouge est vrai avant exécution de cette séquence, 
q est vérifié après son exécution. 

Dans les deux autres cas, il suffit de faire respectivement b' := b' + 1 et 
(b" := b" - 1 ; ech(bl, b")). 

La correction totale résulte de la constatation suivante : a chaque itération, 
b" - b' décroît de 1 dans N ,  or q + b' 6 b" et donc l'algorithme s'arrête 
après n itérations (nous n'avons utilisé que n fois la fonction c). 

L'algorithme obtenu est correct. 
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c )  Conclusio~î 

La stratégie que nous pouvons déduire de ces exemples est donc la suivante. 
Nous partons d'un énoncé donné le plus souvent sous la forme : 
Calculer x vérifiant la propriété q(u, x) sachant p(a). De cet énoncé on 

déduit un algorithme A correct, c'est-à-dire qui vérifie p(u) { A ) q(a, x) et 
qui termine. 

Dans les cas les plus simples, on est amené à construire x vérifiant q(a, x) 
à partir d'intermédiaires x', x", etc. .. vérifiant q'(a, x'), q"(a, x"), . .., qn(a, xn). 
Ceci conduit à des algorithmes A ', A",  .. ., A" tels que 

p(a) { An ) qn(u, x") { An-' ) ... qt(u, x') { A' ) q(a, x) . 

Mais il arrive fréquemment qu'on ne puisse définir le résultat directement 
en fonction des données et de quelques résultats intermédiaires. On essaie 
alors d'approcher ce résultat en construisant une (ou plusieurs) suite(s) dont les 
éléments approchent de plus en plus q ; les éléments x' de cette suite vérifient 
un prédicat qr(a. x', k) approché, plus large, où k est une variable supplé- 
mentaire, et tel qu'il existe une piopriété p,(k) vérifiant : 

~ l ( k )  !g q'(a, x', k) * q(u, x') . 
On peut donc résumer le processus de construction d'algorithme de la 

façon suivante : 
- construire un algorithme INIT tel que 

3k,, 3x0 p(n) { INIT) q'(a, xO, ko) 

- construire le corps du cycle C tel que 

~~orîp,(k)  A ql(a, x,  k) { C ) ql(a, x', k') - 
(l'invariant de ce cycle est donc 9'). 
- assurer la convergence de l'itération, c'est-à-dire trouver un bel ordre 

sur le domaine de définition de k et s'assurer qu'à chaque étape k décroît 
strictement. 

On obtient ainsi l'algorithme : 

INIT ; tant que non pl  fci1i.e C & . - 
Ce processus peut évidemment être repris pour la construction de INIT. 

dans ce cas nous aurons une succession de cycles ; il peut reprendre pour la 
construction de C, ce qui donnera des cycles imbriqués. 

Ces quelques règles reviennent à énoncer de façon formelle la vision intuitive 
qu'on a d'un algorithme lorsque celui-ci comporte des cycles, la principale 
difficulté étant d'exprimer les invariants de chacun de ces cycles. 

4 . 4  Perspectives 

Nous avons donné deux démarches possibles, pour la construction de pro- 
grammes. Dans ce domaine beaucoup reste à faire. 



Vérijîcation et conception de programmes [$ 41 205 

Les travaux actuels portent sur la définition de langages de haut niveau 
mieux adaptés à la description d'algorithmes et sur la définition d'outils per- 
mettant de construire systématiquement des programmes corrects [ARS, 761, 
[SIN, 761, [ASH, 761, [DIJ, 761. 

La preuve d'algorithmes se fait toujours en montrant que toute solution 
fournie par cet algorithme est bien solution de l'énoncé de départ. Or la 
démarche naturelle consiste à partir de l'énoncé du problème et à le transformer 
en des énoncés de plus en plus algorithmiques. PAIR [PAI, 751 indique une 
méthodologie de recherche et de preuve du passage d'un énoncé à un autre 
dans le sens où l'effectue le programmeur, c'est-à-dire de l'énoncé du problème 
vers les expressions algorithmiques obtenues aux différentes étapes de raf- 
finement. 

En tout cas, l'écriture automatique de programmes corrects n'est pas un 
problème résolu. Signalons toutefois que pour certains énoncés, ceux qui 
appartiennent à la classe des schémas de programmes récursifs, ce passage à un 
programme correct a été bien étudié. Comme nous l'avons vil ail chapitre 2, 
la récursivité fournit un moyen agréable de passer de certains énoncés à un 
algorithme. 

Enfin la correction d'un programme se définit par rapport à l'énoncé d'un 
problème, celle d'un module par rapport à des spécifications d'entrée et de 
sortie. 

Notons aussi que l'étape importante de formalisation d'un problème à partir 
d'un énoncé plus ou moins bien défini a été jusqu'à présent assez peu abordée 
de manière générale alors que c'est une étape clé dans la plupart des applications 
pratiques. La construction méthodique de spécifications structurées, claires 
et adéquates de problèmes est également un domaine peu étudié. 

5 APPLICATION D U  CALCUL RELATIONNEL A LA THEORIE 
DES PREUVES DE PROGRAMME 

5.1  Introduction, rappel et but poursuivi 

Nous utilisons ici la terminologie introduite au chapitre 3> paragraphe 5 .  
Un programme est donc considéré comme spécification d'une relation entre 
les états d'entrée du programme et ses états de sortie. Notre but est une étude 
théorique de la correction partielle des programmes. Rappelons qu'un pro- 
gramme est partiellement correct par rapport à deux prédicats p et q si tout 
état d'entrée x vérifiant p et conduisant à l'arrêt du programme fournit un état 
de sortie y vérifiant q. Ici nous travaillons sur des programmes indéterministes 
et nous imposerons que tous les états de sortie vérifient q. Donc la correction 
partielle d'un programme répond à la définition suivante : 

Définition 6 : Soit T un programme spécifiant une relation R. On dit que T 
est partiellement correct par rapport aux deux prédicats p et q si la condition 
suivante est vérifiée 



En terme relationnel, cette condition s'écrit 

Ceci correspond aussi a la notation de HOARE p { T ) q (cf. 6 3.2). 
Dans la suite de l'exposé, on confond pour des raisons d'allègement d'écri- 

ture un programme T et la relation R spécifiée par ce programme (voir cha- 
pitre 3, s 5 ) .  

Dans ce paragraphe on montre que la méthode de preuve (5 2) est valide et 
qu'il est toujours possible d'étiqueter un programme de façon a prouver sa 
correction. Nous faisons ces démonstrations dans deux cas ; d'abord, dans le 
cas d'un simple cycle du type tant que . . . faire . . . fait,  nous montrons l'exis- - - 
tence d'un invariant de cycle : puis, dans le cas d'=schéma de programme 
général, nous exhibons un étiquetage associé aux deux prédicats d'entrée et de 
sortie. 

Les méthodes que nous allons esquisser ici se généralisent aux cas des schémas 
récursifs, le lecteur intéressé pourra se rapporter à l'article original [BAK, 721. 
De même, on peut traiter dans le cadre de cette méthode certains aspects de la 
notion de correction totale. Nous renvoyons au même article pour ces déve- 
loppements qui ne seront pas traités ici ; voir aussi le paragraphe 3 . 4  et l'article 
de BASU et YEH [BAS, 751. 

Les résultats énoncés ici ne doivent pas être considérés comme des procédés 
pratiques de construction d'invariants de cycle ou d'étiquetages. Par exemple, 
dans un cas où l'invariant de cycle est <( x est un entierpuir >), la méthode 
décrite ici pourra conduire à une forme de ce prédicat du type 

Dans ce cas particulier, le passage d'une forme à l'autre est simple, mais 
dans des cas moins simples, l'emploi exclusif de la méthode théorique décrite 
ici peut conduire à des écritures de prédicats de longueur infinie et inexploitables 
pratiquement. Le résultat important est que ces objets existent et qu'une 
recherche empirique n'est pas vaine. 

5 . 2  Correction partielle d'un cycle tant que .. . faire .. . fait - - -  

Soit R un programme. On a vu au chapitre 3, paragraphe 5 . 2  que la relation 
- 

(r ; R)',' ; r notée r R est associée au programme tant que r faire R fait. -- 
Supposons que l'on veuille démontrer que ce programme est par t ie l lem~t  
correct par rapport a deux prédicats p et q. On cherche donc à démontrer que 

La méthode pratique (règle 3 du paragraphe 2.3) consiste à chercher un 
invariant de cycle s tel que 

(2) p c s  (l'invariant est vérifié par tout état initial compa- 
tible avec p) 
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(3) s ; r ; R c R ; s (l'invariant est vérifié après un cycle s'il est vérifié 
avant l'exécution de celui-ci) 

(4) s ; F c  q (l'invariant et la condition de sortie du cycle 
impliquent q). 

Remarquonsqueces trois conditions s'écrivent avec les notations de HOARE 
sous la forme 

p { tant que r fcrire R fait ) q 

cette règle est une conséquence simple des règles indiquées au paragraphe 3.2. 
Montrons "qu'effectivement, si on peut trouver un tel invariant, alors le 

programme tant que r faire R fciit est partiellement correct par rapport aux - 
prédicats p et q. Remarquons déjà que la condition (3) s ; r ; R c R ; s est 
équivalente à s ; r ; R c r ; R ; S. 

En effet, en utilisant (3), on obtient 

La réciproque est évidente. 
On en déduit par récurrence que, pour tout n ,  

s ;  ( r ;  R)" c ( r ; R ) " ;  s 

donc 

Le résultat est alors une conséquence des inclusions et égalités suivantes : 

p ; ( r * R ) c  s ; ( r * R )  (de (2)) 

s ; (r * R) = s ; (r ; R)'" F (par définition) 

s ; (r ; R)':' ; 7 G (r ; R):k ; s ; F (de (5)) 
( r ;R) ' : ' ;  s ; F c  ( r ;R) :"F;q  (de(4)) 
( r .  RI:> . F. , , , q = ( r * R ) ; q .  

Ceci n'est pas nouveau et a déjà été étudié au paragraphe 2 avec d'autres 
notations. Mais dans ce paragraphe, il n'était pas question de démontrer une 
réciproque à cette proposition, c'est-à-dire trouver s connaissant p et q. C'est 
ce que nous allons faire après avoir introduit quelques opérations supplé- 
mentaires sur les prédicats et avoir démontré quelques lemmes techniques. 

5 . 3  Opérations o et -+ sur les prédicats 

Comme on l'a rappelé dans l'introduction, un programme R est partiellement 
correct par rapport aux deux prédicats p et q si la formule suivante est satis- 
faite : 

vx VY (p(x) et x R Y = q(y)) . 
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Cette formule est équivalente à chacune des deux formules suivantes : 

Définition 7 : On pose par définition 

La justification de l'introduction de ces deux opérations sur les prédicats 
apparaît dès que l'on étudie leurs propriétés. 

Propriétés des opérations 0 et +. 

1) Soient R un programme et p un prédicat, alors R est partiellement correct 
par rapport à p et p o R et par rapport à p + R et p. Ceci est évident eu 
égard aux définitions de p o R et p -+ R. 

2) Soient R un programme et p un prédicat ; supposons que l'on impose aux 
états d'entrée de R de vérifier p. Il est intéressant de chercher les prédicats q 
tels que R soit partiellement correct par rapport à p et q et en particulier de 
chercher parmi ces prédicats q celui qui apporte le plus de renseignements 
possibles sur les états de sortie de R. Or p o R est justement ce prédicat. 
En effet 

Démo~zstrution : Si p o R c q, on obtient p ; R r R ; (p 0 R) G R ; q, 
d'où p ; R c R ; q. 

Si p ; R c R ; q, soit y tel que (p o R) (y). 
Il existe un x tel que p(x) et x R y ; donc y est un résultat de R pour une 

valeur d'entrée x vérifiant p et y vérifie q. 
3) L'opération + possède une propriété analogue. En effet, si R est un 

programme et q un prédicat, quelle condition faut-il mettre en entrée pour 
que tous les états de sortie de R vérifient q ? Parmi ces conditions, quelle est 
celle qui est la moins contraignante ? Le prédicat R -+ q résout ce problème. 
En effet 

En résumé, si R est un programme, p o R est la plus forte post-condition 
associée à la pré-condition p et R + q est la plus faible pré-condition associée 
à la post-condition q [DIJ, 761. 

Exercice 25 

Montrer que p o R est la borne inférieure des prédicats q tels que 

Exercice 26 

Démontrer que p ; R r R ; q o p c R + q. 
Endéduireque R + q = u { p  1 p ; R  Ç R ; q  3. 
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Exercice 27 

Démontrer les propriétés suivantes des opérations 0 et + : 

Les propriétés de l'opération o serviront dans la démonstration des théorèmes 
suivants . 

Les opérations O et -+ ne sont pas indépendantes des autres opérations sur 
les relations. En effet: on montre facilement que 

Dans le cadre d'une théorie axiomatisée traitant de ce sujet, les prédicats 
p o R et R -+ p pourraient être introduits par des définitions de ce type 
(voir le paragraphe 5 . 5  du chapitre 3, consacré au y-calcul). 

5 . 4  Complétude de la méthode de Floyd pour une itération 

Les outils introduits sont maintenant suffisants pour démontrer la réci- 
proque annoncée au paragraphe 2. 

Théorème 5 : Soit R un programme. Le programme 

tunt que r fuire R fkit - - -  
est partiellement correct par rapport à p et q si et seulement s'il existe un pré- 
dicat s tel que 

- p a s  
- s g F * q  
- s est invariant de cycle pour R.  

Autrement dit, en termes de relations, on obtient 

Démonstration : Le fait que cette condition soit suffisante a été vu au 
paragraphe 2. Il nous reste donc à montrer l'existence de s sachant que 
p : r * R c r * R :  q. Si partant d'un état x on effectue n itérations avant de 
sortir du programme, la plus forte condition vérifiée par les valeurs de sortie 
est p o (r ; R)" (cf. la propriété 2 du paragraphe 3). Comme à priori on ne 
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connaît pas le nombre de cycles effectués avant de sortir, on est amené à 
prendre 

Vérifions que s convient 
- p = P O E  c p o ( r ; R ) , '  = S. 
- Pour vérifier que s ; r ; R E R ; s, il suffit de démontrer que 

s ; r ; R E r ; R ; s et donc que s 0 (r ; R) E s, c'est-à-dire 

(p O (r ; R)'" O (r ; R) c p o (r ; R)::' . 
Or, (p O (r ; R)':') o (r ; R) = p o [(r ; R)':' ; r ; RI 

(exercice 27) et de façon évidente 

( r ;  R)":; r ;  R c ( r ;  R):! . 

D'où l'inclusion désirée. 
Il reste à démontrer que s ; T c q ou, ce qui est équivalent, que s ; F c F; q, 

c'est-à-dire (p O (r ; R)'" ; F G F; q. 
- 

Pour cela, il suffit de démontrer que (p o (r ; R)':') o r c q. Or : 

(p O (r ; R):" O F = p O [(r ; R)::: ; fl = p O (r * R) . 

Donc on cherche à prouver que p o (r * R) c q. Mais ceci est équivalent à 
p ; (r * R) c r * R ; q qui est l'hypothèse de départ. C.Q.F.D. 

Remarque : Comme on l'a déjà précisé dans l'introduction, ce genre de 
théorème ne doit pas être considéré comme un procédé effectif de construction 
d'invariants de cycles dans des exemples pratiques. Ce théorème prouve qu'une 
recherche empirique, au moyen des euristiques développées au paragraphe 2.3 ,  
d'invariants de cycles n'est pas vaine. Cependant, pour illustrer les résultats 
obtenus, on va utiliser, à titre d'exercice d'école, cette méthode sur un exemple. 

Exemple 18 : Considérons le programme T suivant : 

T : tant que y > O faire x := x + l ; y := y - 1 fciit - - 
Supposons que l'on prenne pour p le prédicat 

L'invariant de cycle construit par la méthode théorique est s = p o (r ; R):" 
avec r(x, y) = y  > O et # (x, y) R(xl, y ' ) o x l  = x + 1 G y ' =  y - 1. 

Donc s(x, y) 

= 3(x1, y') (p(x1, y') g (x', y') (r ; R) : (x, y)) 
= (3x1, y') (x' = a g y' = b g (ln) ((x', y') (r ; R)") (x, y)) 
= (3n) ((a, b) (r ; RIn (x, y)) 
= ( 3 n ) ( b > O g b - l > O g  . . . g  b - n + l > O g x = a + n e t y = b - n )  
= ( 3 n ) ( b - n + I > O g t x = a + n @ y = b - n ) .  



Vérification et conception de progran?mes [§ 51 21 1 

La théorie développée ci-dessus indique que T est partiellement correct par 
rapport à p et 

Donc T est partiellement correct par rapport à p(x, y) = (x = a g y = b) 
et q(x,y) = 3 n ( n  - 1 < b < n g x  = a + n e t y  = b - n). 

En particulier, si b est entier, on a q(x, y) = (x = a + b et y = O). 
De même, si b est entier s(x, y) = (y 3 O x + y = a + b). • 

5 . 5  Correction partielle d'un schéma avec branchements 

a)  Traduction de schéma avec branchements en schéma relationnel 

Tout schéma de programme peut être traduit en un programme relationnel 
en remplaçant les branchements, séquentiels ou non, par des appels de pro- 
cédure. Nous nous contentons d'expliciter cette traduction sur un exemple. 

On commence pour cela par introduire des points de coupure en utilisant les 
mêmes euristiques qu'au paragraphe 2.3 ,  puis on associe à chacun de ces points 
un nom de procédure. Le programme principal est le nom de la procédure éti- 
quetant le point d'entrée et la déclaration d'une procédure se lit en suivant les 
chemins élémentaires partant du point de coupure considéré jusqu'a la ren- 
contre d'un nouveau point de coupure. 

Figure 22 Un schéma avec branchement. 
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Le schéma avec branchements de la figure 22 est équivalent au schéma 
relationnel qui suit : 

On peut, en fait, ramener les programmes récursifs provenant de la traduc- 
tion d'un schéma avec branchements à une forme canonique où toutes les 
déclarations sont de la forme 

Ri + A i l  ; R1 u A i 2 ;  R2 u ... u A i n ;  Rn u A i n + ,  

où chaque A,j désigne une relation constante élémentaire. 
Pour obtenir cette forme particulière, on commence par introduire de 

nouveaux points de coupure, de façon qu'un chemin élémentaire joignant 
deux points de coupure porte au plus une action ou un test. Sur l'exemple 
ci-dessus, on obtient 

n '  = ( C  R I  + A1 ; R 2 ,  R2 * pl ; R; u pl ; R 4 ,  R3 + A j  ; R j  , 
R4 = A2 ; R6 > RS = P3 ; R4 u P; , 
R6 + F 2  ; R3 u P2 1, R i ) .  

Et enfin on utilise les relations constantes R et E pour arriver à la forme 
canonique annoncée. Pour .nt, on obtient 

n t ' =  ( ( R I - - R ; R 1 u A 1  ; R 2 u R ; R 3 u  ... u R ; R , u R  

R , = e R ; R l u R ; R 2 u p l  ; R 3 u  ... u R ; R , u R  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
R, * R  ; R I  u R ; R 2  u P 2  ; R 3  u ... u R ; R ,  u p 2 )  , R I )  

(la relation E sert pour transformer P + P '  en P -e E ; Pt) .  

b )  Théorème de complétude de lu méthode de Floyd pour les schémus avec 
branchements 

Le paragraphe 2 . 3  donne une méthode empirique pour vérifier qu'un 
schéma avec branchements est partiellement correct par rapport à deux pré- 
dicats p et q. De plus, le théorème 1 du paragraphe 2 . 2  montre que cette 
méthode est correcte. La lecture de ce paragraphe conduit à penser que la 
méthode mise en évidence est toujours applicable, mais on pouvait alors 
difficilement démontrer ce résultat. C'est ce que nous allons faire ici en prou- 
vant le théorème suivant. 

Théorème 6 : Soit x = (A, R,) un schéma relationnel avec 

A = { R i = A i l  ; R I  u Ai, ; R 2  u ... u A i n ; R n  u A i n + , ;  1 < i < n ) .  

n est partiellement correct par rapport à p et q si et seulement s'il existe 
des prédicats pl ,  p,, .. ., pn+ , tels que 

- P c P l ,  
- (Vi E [l,  n]) (Vj E [l, n + 11) (pi ; Aij c Aij ; pj) , 
- Pn+i 9 O 
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(les prédicats pl ,  ..., p, sont exactement les prédicats qui étiquettent les 
points de coupure dans la méthode du paragraphe 2.3. La deuxième condition, 
en particulier, est exactement le pas 3 de cette méthode). 

Démonstration 

1) Le fait que cette condition soit suffisante résulte immédiatement du 
théorème 1 du paragraphe 2.2.  On peut refaire une démonstration de ce 
résultat dans le cadre de cette théorie en raisonnant sur les calculs réussis 
de x (chapitre 3, 5 5.4). 

Un calcul réussi de n: est de la forme 

et, d'après la définition de ces calculs, on a, pour O 6 k 6 m + 1, 

avec les conventions i,, = 1 et im+ ,  = n + 1. 
Supposons que x, vérifie p ; comme p G pl,  x, vérifie aussi pl.  De plus, 

comme pi ; Aij c Aij ; pj  pour tout i et j, on en déduit que pour tout k E [O, q], 
on a 

~ir('k) G Xk Aikik + Xk + i * Pik l ( ~ k +  1) . 

On en déduit immédiatement par récurrence pim+l(xm+l)  c'est-à-dire 
~ n +  i(xm+ 1). 

Or on a pn+ , c q. Donc xm+ , vérifie q. Donc tout état d'entrée vérifiant p 
et produisant un calcul réussi fournit des états de sortie vérifiant q et, par 
conséquent, x est partiellement correct vis-à-vis de p et q. 

Remarque : On aurait pu faire cette démonstration en utilisant la règle 
d'induction de Scott (chapitre 3, 8 5.5) sur la proposition 

2) Montrons que cette condition est nécessaire. On suppose que 
p ; R,  c R, ; q. Posons pour tout j E [l, n + 11 pj  = R j  -t q (avec la 
convention R n + ,  = E, ce qui est conforme a la réalité puisque après les 
actions Ain+ ,, il ne reste plus d'action à effectuer). Vérifions que les prédicats pj 
conviennent : 

a) Par hypothèse, on a p ; R1 c R, ; q. Donc d'après le paragraphe 5.3,  
on a p c  ( R , + q )  soit p c p , .  

b) Il faut vérifier que pi ; Aij E Aij ; pj. Pour cela, il suffit de vérifier que 
pi c (Aij -+ pj), c'est-à-dire 

LIVERCY. - Théorie des programmes 
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D'après l'exercice 27, on a Aij -+ (Rj -+ q) = (Aij ; Rj) -+ q. D'autre part, 
Aij ; Rj est un terme de la déclaration de Ri, donc Aij ; R j  G Ri. Donc 
((Aij ; Rj) + q) 2 (Ri + q), d'où le résultat. 

c) pn+ ,  = R n + ,  + q = E -+ q = q. C.Q.F.D. 
De même que le théorème 5, ce résultat est théorique et ne doit pas être 

considéré comme un procédé effectif de vérification de programme. Toute- 
fois, à titre d'exercice, nous allons illustrer ce théorème. 

Exemple 19 : Considérons le schéma de programme .n de la figure 23. 

Figure 23 Un programme calculant le pgcd. 

La fonction reste (z, t) donne le reste de la division euclidienne de z par t. 
Il est facile de voir que ce schéma calcule le pgcd de a et b, le résultat se trou- 
vant soit dans x, soit dans y. 

(x, y) Rl(xl, y ' )  = (x = a a y = b a (x, y) R2(x1, y')) 

(x, Y) R2(xt, Y') = ((x > YS! (x, Y) R4(x1, y')) (x < y G (x, y) R3(x1, y'))) 

(x, y) R h ' ,  y') = (x, reste(y, x)) Rj(xl, y') 

(x, y) R4(x1, y') = (reste(x, y), y) R,(x', Y') 

(x, Y) Rj(xl, y') = ((y # 0 a (x, y) R4(x1, Y')) 3 (y = 0 a x = x' y = y')) 

(x, y) R6(x1, y') = ((x # 0 (x, y) R3(x1, Y')) (X = 0 9 X = X '  et y = y')) . 
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On veut montrer que le schéma de programme n: est partiellement correct 
vis-à-vis de p = E et q tels que 

q(x, y) = (x = pgcdia, b) g y = 0) - 
(x = O g y = pgcdia, b)) . 

Pour cela, on construit les prédicats p, (1 6 i 6 7) tels que 

(rappelons que R, = E). En utilisant les relations ci-dessus, on obtient facile- 
ment que les prédicats pi vérifient les relations 

~ i i ~ ,  Y) = (x = a -  y = b =, p,ix, Y)) 

p2ix9 Y) = (x > Y =, P ~ ( x ,  Y)) c! (x G Y * P,(x, Y)) 

pJix> Y) = P,(x>  reste(^> '1) 
P ~ ( x ,  Y) = p6(lesteix, Y), Y) 

P,(x> Y) = (Y f O * p,ix, Y)) s! (Y = * P Ï ( ~ ,  Y)) 

P ~ ( x ,  Y) = (X f O * p3ix2 Y)) (Y = O * P,(x, Y)) 
pÏ(x, y) = q(x, y) = (x = pgcd(a, b) g y = 0)- 

(x = O g y = pgcdia, b)) . 

Il faudrait maintenant résoudre ce système récursif définissant les prédicats 
pi. Pour cela, on peut, par exemple, employer une méthode d'approximations 
successives. Comme on le voit ici, l'emploi du théorème 6 ne simplifie pas la 
recherche de l'étiquetage prédicatif. Remarquons que dans cet exemple très 
simple, il est évident, à toute personne ayant l'habitude des preuves de pro- 
gramme, que l'étiquetage prédicatif 

permet de prouver la correction partielle de ce programme par rapport aux 
deux prédicats considérés. 

6 PREUVES DE PROGRAMMES RÉCURSIFS 

6 .1  Introduction 

Nous allons maintenant étudier de manière moins formelle qu'au para- 
graphe précédent les problèmes de preuves concernant des programmes récur- 
sifs. Plus précisément, nous nous proposons d'étudier la correction des procé- 
dures récursives du type : f (x ; y) : y où : 
- x est la suite des paramètres d'entrée ; .Y est passé par valeur; autrement 

dit, la valeur de chacun des identificateurs de x est élaborée une fois pour 
toutes lors de l'appel de la procédure et au retour de la procédure, la valeur de 



chacun des paramètres effectifs est inchangée ; on se reportera au chapitre 5 
pour une définition plus formelle de ce concept. 
- y est la suite des paramètres auxquels seront affectés les résultats au 

retour de la procédure. 
- f est le nom de la procédure. 
- y en est le corps. 

On convient également qu'il n'y a pas de variables globales, ce qui signifie 
que dans y tout identificateur qui n'est pas celui d'un paramétre est une variable 
locale. 

6 . 2  Règle de preuve des appels de procédure 

Considérons une procédure Fact(x ; y) calculant la fonction factorielle. 
Fuct vérifie la condition suivante : si le paramètre x est un entier positif ou 
nul, le paramètre y vérifie au retour y = x !. 

Soit maintenant un appel de Fact de la forme Fcict(3 ; n) ; 3 étant un 
entier positif, on trouve en substituant 3 à x et n a y 

Plus généralement, pour pouvoir prouver la correction d'un appel de procé- 
dure, il faut connaître la condition que doivent vérifier les paramètres effectifs 
d'entrées substitués à x, et la relation vérifiée par les résultats et les entrées ; 
une procédure est donc caractérisée par un prédicat p(x) vérifié avant l'appel 
et par un prédicat de retour q(x, y). La preuve de l'appel se déroule alors ainsi : 
soit à prouver dans un programme l'appel f (exp ; z) : si p(exp) est vérifié, 
alors après l'appel q(exp, z) est vérifié. 

Ceci se traduit par la règle d'inférence (de HOARE) 

Cette règle n'est valide que si z n'apparaît pas dans l'expression ; en effet, 
considérons Fact : elle est partiellement correcte pour les prédicats 
p(x) = (x = O) et q(x,y) = (y = x!) .  
Si on appelle Fact(x ; x) on n'a évidemment pas x ! = x. 

Pour simplifier l'énoncé de la règle, nous supposerons donc que les para- 
mètres effectifs du résultat n'apparaissent pas dans les expressions paramètres 
effectifs d'entrée. On peut toujours se ramener a ce cas par une affectation 
préliminaire. 

Note : La règle d'inférence donnée ci-dessus ne suffit pas pour rendre compte 
de l'appel de procédure ; il faut en plus un schéma d'axiomes indiquant que 
seules les valeurs des paramètres résultats sont modifiées : si r est un prédicat 
ne contenant pas d'occurrence libre de z, alors r { f(exp : z) } r. 



6 . 3  Etude d'un exemple 

Reprenons pour cet exemple les notations introduites chapitre 2: para- 
graphe 2.1 

- tableau t[a : b] pour la déclaration du tableau t à une dimension dont 
l'indice est compris entre les valeurs de a et de b ; 
- t[i : j] pour désigner un sous-tableau de t correspondant aux éléments 

d'indice compris entre i et j ; 
- bs(t) et bi(t) pour désigner respectivement les bornes supérieure et 

inférieure de t. 

Nous ne définirons pas formellement la partie de preuve s'attachant aux 
déclarations. 

Considérons la procédure récursive tri qui trie un tableau t ,  de façon dicho- 
tomique, le résultat étant rangé dans un tableau t ,  : 

tri(tl ; t,) : 
i := bi(t,) ; j := bs(t,) ; 
s j i < j  & m : = ( i + j ) + 2 ;  

début tableau t3[i : ml ; tableau t,[m + 1 : j] ; 
tri(t,[i : ml ; t,) ; 
tri(t,[m + 1 : j] ; t,) ; 
interclassement(t,, t ,  ; t,) 

fsi ; - 

interclassement(t,, t ,  ; t,) est une procédure qui interclasse les tableaux t ,  
et t, et range le résultat dans t ,  : plus précisément, cette procédure est caracté- 
risée par les prédicats p et q suivants : 

p(t,, t,) = t3  trié et t4 trié 
q(t3: t4 ; t,) = t2 trié et tz équivalent à la réunion de t, et t, . -- 

On souhaite que l'appel de la procédure tri avec l'assertion 

conduise au résultat t, vérifiant : 

q,,, = t ,  -- trié et t ,  équivalent à t ,  

Nous allons démontrer cette correction par induction sur le niveau d'im- 
brication des appels internes. Lors de l'appel de tri(t,, t,), deux cas sont à 
envisager : 

- soit bi(t,) = bs(t,) et alors il n'y a pas de nouvel appel de tri et au 
retour t ,  = t,, donc q,,, est vérifié, 
- soit bi(t,) < bs(t,), ce qui conduit à un ou plusieurs appels internes. 

Faisons l'hypothèse (de récurrence) que les appels internes se déroulent 
correctement, c'est-à-dire que : 
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si i d m, alors après exécution de l'appel de tri(t,[i : ml, t;), t3 est trié et 
est équivalent à t,[i : ml, 
si m + 1 d j, alors après l'exécution de l'appel de tri(t,[m + 1 : j], t,), 
t, est trié et est équivalent à t,[m + 1 : j] .  

Le reste de la preuve est alors celle d'un simple programme non récursif. 
Comme i est strictement inférieur à j, les conditions 

i d m e t m + l < j  

sont vérifiées à l'appel de tri, et, après le second appel interne de tri, nous 
avons : 

t, trié et t, trié et t, équivalent à t,[i : ml g t, équivalent à t,[m + 1 : j ]  -- -- 
et donc après interclassement, q,,.,(t,. t,) est vérifié. 

Ainsi, par récurrence sur le niveau des appels imbriqués, si l'appel de tri 
ne produit qu'un nombre fini d'appels internes, cette procédure est correcte : 
ceci est l'énoncé de la correction partielle. 

Pour prouver complètement la correction de tri, il suffit de démontrer que 
le nombre d'appels emboîtés est fini : c'est un cas particulier de terminaison ; 
comme il n'y a pas de boucle ici, ce sera la seule possibilité d'engendrer des 
calculs infinis. Remarquons que l'appel de tri(t, ; t,) ne se fait que si 

bi(t1) d bs(tl), donc bs(t,) - bi(t,) 3 O 

Il suffit alors de constater que dans les appels internes cette quantité décroît 
strictement, il ne peut donc y avoir qu'un nombre fini d'appels imbriqués ! 

Donc tri est correct. 

6 . 4  Correction partielle 

Revenons au cas général en formalisant la méthode utilisée (qui n'est qu'un 
prolongement des techniques présentées aux $5 2 et 3). 

Soit f (x  ; y) : y une déclaration de procédure de corps y. Nous voulons 
démontrer que si p(x) est vérifié à l'entrée de la procédure, alors q(x, y) est 
vérifié à la sortie, ce que nous noterons 

p(x) { f (x ; y) : y ) q(x, y) (correction de la procédure) . 

Par récurrence sur le niveau d'imbrication, on peut justifier le théorème 
suivant. 

Théorème 7 : Si l'on peut démontrer la correction du corps de procédure y 
relativement au prédicat d'entrée p(x) et au prédicat de sortie q(x, y )  sous 
l'hypothèse de la correction par rapport à p et q de tous les appels internes, 
alors 

p(x> { f (x ; Y) : y ) q(x, Y) . cl 

Ce théorème peut être présenté avec le formalisme du paragraphe 3 par la 
règle d'inférence : 
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Exemple 20 

Considérons la déclaration de procédure suivante (fonction 91 de Mac 
Carthy) : 

F91(x:y) : $ x  > 1 0 0 e y : =  x - 10sinon - F91(x + 11 ;z ) ;F91 (z ;y )  - fsi. 

Démontrons la correction de cette procédure relativement aux prédicats : 

Dans le cas où x > 100, le résultat est immédiat. 
Dans le cas 0 a x < 100, supposons la correction des appels internes 

i ) x + 1 1 Z 0 { F 9 1 ( x + l l ; z ) ) ( x > 8 9 * z = x + 1 )  
e t (x  < 89 * z = 91) - 

ii) z 2 O{F91(z;y)} (z > 1 0 0 + y  = z - 10) g (z < 100 * y = 91). 
Deux cas apparaissent après i). 

1) x > 89 donc z = x + 1 soit donc, d'après ii), deux sous-cas : 
11) x + 1 > 100 c'est-à-dire x > 99 donc x = 100 

et donc y = z - 10 = x + 1 - 10 = 91 
donc q(x, y) est vérifié. 

12) x + 1 100 c'est-à-dire x < 99 
donc y = 91 et ainsi q(x, y) est vérifié. 

2) x < 89 donc avec i) on en déduit z = 91 
donc avec ii) y = 91 
q(x, y) est vérifié. 

La fonction F91 est donc partiellement correcte. 

Exercice 28 
Prouver la correction partielle des deux procédures : 

1) F(x : y) : F(x - 1 : z) ; y := 2 + z 

avec p = vrai - 
q = (y = 0). 

2) PGCD(a, b ; r )  : s j b  = O&r := a 
sinon - PGCD(b, reste(a, b) ; r) - fsi 

où reste(a, b) est le reste de la division entière de a par b 
avec p(a, b) = a 2 0 b 2 0 
avec q(a, b, r) = r est le pgcd de a et b. 

Exercice 29 

Justifier la règle de preuve des procédures récursives par la règle d'induction 
de Scott (chapitre 2, 5 4). O 



6 . 5  Terminaison 

L'appel d'une procédure récursive peut conduire à un calcul infini, parce 
qu'un cycle de son corps ne se termine pas ou parce que l'enchaînement des 
appels imbriqués est infini. Nous ne nous intéresserons ici qu'au second cas, le 
premier ayant été traité dans les paragraphes précédents. 

De manière analogue au cas des programmes itératifs pour prouver la 
terminaison de la procédure récursive f (x ; y) : y, on peut suivre la démarche 
suivante : 
- choix d'un ensemble F muni d'un bel ordre <, 
- choix d'un prédicat p tel que p(x) soit vérifié pour l'appel initial f (x ; y )  

et tel que pour tout appel f (u ; v) de f dans le corps de procédure y, p(u) soit 
vérifié, 
- choix d'une fonction u qui, si p(x) est vérifié, associe à x un élément de F, 
- vérification de l'inégalité u(t) < u(x) pour tous les appels f ( t  ; z )  

inclus dans y. 

Exemple 21 : Considérons la fonction d'Ackerman 

A ( x , y ; z ) : G x = O & z : =  y +  1 
sinon si y = O a& A(x - 1, 1 ; z) 

sitzon A(x, y - 1 ; t )  ; A(x - 1, t ; z) fsi - 
fsi - 

Posons ici p(x, y)  = (x 3 O g y 2 O) et considérons l'ordre lexicogra- 

phique sur l'ensemble N x N : c'est un bel ordre. 
Il y a trois appels internes : 

Nous remarquons que dans les trois cas 

Donc cette procédure termine. 

Exercice 30 

Si l'on permute les deux paramètres d'entrée du second appel d'Ackerman, 
on obtient : 

A ' ( x : y ; z ) : G x = O & z : = y +  1 
sinon si y = O A'(x - 1, 1 ; z) 
s i l z o l z A 1 ( y - l , x ; t ) ; A 1 ( x - 1 , t ; z ) f s i  - 
fsi - 

A '  se termine-t-elle avec les conditions d'entrée x 2 O et y O ? O 
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Exercice 31 : Le problème des n reines ( 5  4 . 2 ~ ) .  
Il s'agit de placer sur un échiquier de côté 11, n reines de façon à ce qu'aucune 

reine ne soit en prise par rapport à une autre (c'est-à-dire ni sur une même ligne 
ni sur une même colonne, ni sur une même diagonale). Une procédure construi- 
sant un ensemble E d e  solutions peut s'écrire : 

si - i > n alori; E := E u ( échiquier ) 
sinon pour j & 1 4 iz faire 

la position ( i ,  j )  n'est pus en prise avec les 
positiorls déjà occupées dans échiquier 

alors nouveau := ujoutereine(échiquier, i ,  j )  ; - 
reine(nouveau, i + 1, n ; E )  

fsi fait -- fsl 
La fonction ajoutereine a pour résultat un nouvel échiquier obtenu à partir 
de l'échiquier paramètre en ajoutant une reine dans la case (i, j ) .  

Le programme : lire(n) ; échiquier := vide ; E := vide ; 

doit ranger dans l'ensemble E toutes les solutions. 
Ecrire plus précisément la procédure reine, prouver sa terminaison, puis sa 

correction. O 

7 PREUVES DE CORRECTION ET TESTS DE VALIDITÉ DES PRO- 
GRAMMES 

7 . 1  Inconvénients des preuves a posteriori 

Au paragraphe 1 nous avons évoqué l'insuffisance des méthodes empiriques, 
aussi bien pour construire que pour vérifier les programmes. Mais force est de 
constater que les méthodes mathématiques présentées dans les paragraphes 
précédents ne sont pas non plus tout à fait satisfaisantes. 

Une première constatation concerne la grande simplicité des exemples que 
l'on a utilisés pour illustrer les différentes méthodes. Certes, la clarté de la 
présentation nécessite cette simplicité mais il faut remarquer que la complexité 
de la preuve croît très vite (plus qu'exponentiellement) avec la taille du pro- 
gramme ce qui limite pratiquement le champ d'application de ces méthodes. 
En effet une preuve mathématique n'a de sens que dans la mesure où l'on fait 
confiance aux déductions invoquées et il est bien connu que plus une démons- 
tration faite par un homme est longue, plus elle a de chances d'être fausse. On 
peut cependant penser que la création de prouveurs automariques de pro- 
grammes permettra d'améliorer la fiabilité des démonstrations sans toutefois, 
dans l'état actuel de nos connaissances, éliminer les erreurs humaines intro- 
duites par le biais de l'interaction homme-machine. 



Chapitre 4 

D'un autre point de vue nous avons déjà signalé combien la notion de preuve 
a posteriori est peu satisfaisante puisqu'elle nécessite, à partir d'un texte de 
programme et de spécifications d'entrée et de sortie, l'invention d'assertions 
et d'invariants intermédiaires. Cette démarche revient en quelque sorte, à 
« réinventer le programme ». 

Remarquons également qu'une preuve mathématique n'a de sens que relati- 
vement à une spécification formelle du problème. Mais peut-on être certain 
de l'adéquation de la spécification au problème ? Et à ce niveau aucune preuve 
n'est possible puisque, dans la plupart des cas l'énoncé du problème est infor- 
mel. Notons que cette question ne se pose pas avec autant d'acuité dans les 
vérifications par jeux d'essai puisque alors il suffit de constater que les résultats 
satisfont l'énoncé. 

Signalons enfin que les méthodes mathématiques rendent difficilement 
compte d'erreurs telles que débordement mémoire, erreur d'arrondi, etc.. . 
7 . 2  Vers la conception de programmes fiables 

La mise au point de méthodologies de programmation (4 4) permettra 
certainement de répondre aux deux premières objections précédentes : la 
construction d'un programme par raffinements successifs permet de prouver à 
chaque étape la correction du fragment de programme obtenu. La preuve est 
ainsi divisée en preuves secondaires plus petites pour lesquelles la mise en 
œuvre de l'outil mathématique présente moins de difficultés. Cette construc- 
tion progressive présente un autre avantage : la correction d'une erreur ne 
nécessite pas la refonte complète du programme mais seulement d'une partie 
bien délimitée. 

Même dans le cadre d'une construction méthodique il est difficile d'obtenir 
une preuve parfaite en l'absence d'un langage de spécifications précis et facile- 
ment utilisable. En effet on ne peut pas demander a un programmeur d'utiliser 
le langage de la logique des prédicats pour énoncer les problèmes qu'il résout. 
En fait, lorsqu'elles sont exprimées, les spécifications d'un problème sont 
habituellement décrites dans une langue naturelle un peu formalisée ce qui 
diminue singulièrement la confiance que l'on peut avoir dans les constructions 
et les preuves mises en œuvre. 

Comme il est difficile de prouver parfaitement un programme, les tests par 
jeux d'essais restent, malgré leur caractère incomplet, l'un des seuls moyens 
permettant d'accorder une certaine confiance à un programme. Ainsi preuves 
imparfaites et jeux d'essais se complètent et permettent d'obtenir un produit 
dont la fiabilité peut être précisée par le fournisseur, tout comme, dans l'indus- 
trie électronique, on précise la fiabilité des composants fabriqués. Bien évidem- 
ment cette fiabilité dépendra beaucoup des moyens mis en œuvre, c'est-à-dire 
finalement du budget accordé à la construction du programme. 

Terminons ce chapitre en indiquant une technique de tests qui permet d'aug- 
menter notablement la validité d'un programme. 

7 . 3  Techniques d'évaluation symbolique 
L'idée de base de l'évaluation symbolique est très simple : plutôt que d'exé- 

cuter un programme sur le plus grand nombre possible de données différentes 
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de manière à parcourir le plus grand nombre possible de chemins dans l'orga- 
nigramme du programme, on exécute « symboliquement >> le programme sur 
une classe de données. Ainsi on effectue des opérations algébriques plutôt 
qu'arithmétiques. Explicitons ceci sur le programme suivant : 

lire(x) ; lire(n) ; s  := O ; i := 1 ; 
tant que i < n faive s  := s  + x ** i ;  i := i + 1 fail - ; 
imprimer(s) . 

Plutôt que de donner des valeurs numériques à x  et n on leur associe des 
« symboles » a, P puis on « exécute symboliquement >) le programme pour ces 
données. Il est clair que le déroulement de cette exécution nécessite des hypo- 
thèses sur les données : Après avoir initialisé s et i il est nécessaire de faire une 
hypothèse sur la valeur du test i < n. Selon la réponse on imprime s  ou on 
exécute une nouvelle fois le corps du cycle puis on se pose à nouveau la question 
et ainsi de suite. 

Finalement, selon les hypothèses sur 0, on obtient différents résultats pos- 
sibles : 

B < l : s = O  
@ = l : s = x  
p = 2 : s = x + x 2  
etc.. . 

Cette démarche n'a bien entendu d'intérêt que dans la mesure où l'on dispose 
d'un interprète capable d'effectuer le calcul symbolique, c'est-à-dire le calcul 
algébrique formel : manipulation de formules, simplifications, mises en fac- 
teur, etc. .. On peut souhaiter également que cet interprète soit interactif pour 
permettre a l'utilisateur « d'explorer )) à son gré le programme. En particulier, 
une telle exploration systématique nécessite la sauvegarde de l'état mémoire 
symbolique avant d'effectuer un test de manière à permettre l'exploration de la 
deuxième branche du test après celle de la première. Il est également nécessaire 
de construire pas à pas les conditions de cheminement dans le programme de 
façon à connaître à tout instant le maximum d'information sur les variables 
(et de retenir en particulier les hypothèses sur les données). 

Le lecteur attentif notera que, Monsieur JOURDAIN de l'informatique, 
nous avons fait de l'évaluation symbolique au paragraphe 2 . 3 ~  lorsque nous 
avons décrit une méthode pour évaluer le résultat d'un calcul le long d'un 
chemin ainsi que la condition de cheminement. 

Bien que naturelle, la mise en œuvre de l'évaluation symbolique demande 
un travail important; citons deux exemples connus : EFFIGY [KIN, 761 
et SELECT [BOY, 751. Remarquons que cette technique présente une certaine 
parenté avec la méthode de preuve par assertions : alors qu'elle représente une 
classe de valeurs par une formule, la preuve par assertions représente cette 
classe par un prédicat et dans l'un et l'autre cas l'exécution d'une instruction 
provoque une transformation de cette représentation. 

A mi-chemin entre preuve mathématique et jeux d'essais, l'évaluation 
symbolique apparaît comme un outil intéressant pour la mise au point. 



8 COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES 

Le livre de MANNA [MAN, 74a] contient une présentation détaillée des 
outils de preuves introduits par FLOYD et HOARE ; ce livre propose égale- 
ment de nombreux exemples et exercices. On y trouve en particulier une pré- 
sentation axiomatique de la correction totale qui étend le système formel 
proposé par HOARE en incluant des preuves de terminaison. 

FLOYD [FLO, 671 et HOARE [HOA, 691 sont à l'origine des méthodes de 
preuves proposées ici aux paragraphes 2 et 3. Dans [MAN. 74b], on trouve des 
développements relatifs à la correction totale. 

L'approche du paragraphe 4 qui consiste, par transformations d'énoncés, 
à construire des programmes corrects en évitant une preuve a posteriori a été 
beaucoup développée : sur un plan théorique, il faudrait citer de nombreuses 
études sur la synthèse de programmes ; indiquons seulement ici un des articles 
les plus classiques sur ce sujet [MAN, 711 ; sur un plan pratique ce point de vue 
a fait évoluer de façon considérable la pédagogie de la programmation et la 
conception des langages : programmation structurée, langages d'affectation 
unique, ... Le livre d'ARSAC [ARS, 771 est un excellent exemple de cette 
rénovation directement induite par les recherches les plus récentes. 

Le calcul relationnel que nous avons introduit au paragraphe 5 donne un 
outil très efficace de justification théorique des méthodes de preuve. Le lecteur 
intéressé peut se reporter à l'article de de BAKKER et MERTENS [BAK, 751. 

HOARE [HOA, 701 traite de l'axiomatisation des procédures et complète 
le point de vue présenté au paragraphe 6. GORELICK [GORE, 7.51 propose 
un système plus général ; il montre que ce système est complet. 

Dans [BOY, 751 et [KIN, 761 sont présentés deux systèmes opérationnels, 
utilisant la technique de l'évaluation symbolique évoquée au paragraphe 7. 
Un autre système d'évaluation symbolique DISSECT est décrit dans [HOW, 
771 ; on y étudie les limites de l'évaluation symbolique en classifiant les types 
d'erreurs qui peuvent être détectées par cette méthode. 

Les comptes rendus de cc international conference on reliable software )) 
[SIG, 7.51 contiennent de nombreux articles sur la vérification des programmes. 

LEROY, dans [LER, 751. étudie les méthodes mathématiques de preuves de 
programmes, de façon très intéressante, avec l'œil critique du praticien. 

Signalons enfin que certains systèmes de preuves ont été implémentés en 
utilisant les idées développées dans ce chapitre ; on peut, par exemple, consulter 
à ce sujet [IGA. 731. 

9 SOLUTION DES EXERCICES 

Exercice 1 

Rappelons qu'au chapitre 3, paragraphe 2.3,  nous avons appelé calcul d'un 
programme rt une suite : 

(61, xl), ..., ( o ~ ,  xm) 
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OU a l ,  .. ., a, sont des numéros d'instruction et x', . .., xm des éléments de D n  
vérifiant : 

a, est le numéro 1 de la première instruction 
x' est l'initialisation notée ici a 

pour i = 1, ..., m - 1 :  

(O,, xi) ( a i  + l ,  x i+ l )  . 
Convenons qu'un chemin ci est représenté par une suite O, . .. am de numé- 

ros et notons y = (a, x) (y E Dn+P)  
C(u, x ; cc) o il existe un calcul (a , ,  y'),  . . ., (a,, y") 

tel que : 
les n premières composantes de y' forment a 
CI = a, O,+' ... am 
les p dernières composantes de y' forment x . 

Dans ces conditions nous avons vu (chapitre 3, 5 2.3) qu'un tel calcul est 
unique et on peut définir a(x) par : 

U(X) = xm 
où x m  désigne les p dernières composantes de y". 

Exercice 2 
Indiquons sur l'organigramme (figure 24) les points de coupure et les pré- 

dicats. T 
a , ,  a, : données G=' 
(x i ,  x,) := (a, ,  a,) - 

fB PIJ = pgcd(x1, ~ 2 )  = pgcd(a,, a,) 

PI = xi = pgcd(x1, xz) 

faux STOP 

A Figure 24 Correction de l'exercice 2. 



Exercice 3 

Avec les notations de la figure 2, nous notons à chaque étape la nouvelle 
condition et la nouvelle valeur de x : 

- pour le chemin a de A vers B (figure 25), 

Figure 25. 

- pour le circuit de B vers B (figure 26), 

Figure 26. 

- pour le chemin y de B vers C (figure 27). 

TB l'" 
Figure 27. 
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Exercice 4 

Un tableau t[l : n] est une permutation d'un tableau b[l : n] si et seule- 
ment s'il existe une bijection de [l  : n] vers [1 : n] telle que : 

Remarquons que cette définition nous fait sortir du calcul des prédicats du 
premier ordre et donc que les preuves de programmes faisant intervenir des 
tableaux seront plus complexes que celles portant sur des variables simples. 

Exercice 5 

Indiquons les prédicats à vérifier aux points de coupure : 

Exercice 6 

Indiquons simplement les prédicats qu'on peut placer aux points de coupure 
(figure 28). 

I .a,,  a, données I 

, , I f a u  : 
; x n  * a , g x l = a l  

vrai 
x, := x, * 2 - xz>a1 

3 n x , = 2 " * a , g 0 < x l < x ,  
& 

et reste (x,,  a,) = reste (a,,  a,) 

faux - 

1 
x, = reste (a , ,  a,) 

x, := x,/2 

I 

Figure 28. 



Exercice 7 

Indiquons les prédicats qu'on peut placer aux points de coupures (figure 29). 

Figure 29. 

Exercice 8 

Reprendre les assertions utilisées pour la correction partielle ( 5  2 .3  exemple 7, 
figure 6) et les fonctions f,(x,, x,) = f,(x,, x,) = f,(x,, x,) = x, + x, (a 
valeurs dans N). 
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Exercice 9 

On peut prouver séparément la terminaison des boucles de point de coupure 
A et B en reprenant les assertions de l'exercice 6 et les fonctions : 

fA(~1, ~ 2 )  = a, - x, 

fB(xl, x2) = x2 - a 2  

Exercice 10 

Voir corrigé de l'exercice 7. Prendre au point de coupure A la fonction 

la translation 2 1 a 1 + 222 assure que fA(xl, x,) E N (qui, muni de l'ordre 
usuel, est bien fondé) les coefficients - 2 et 21 peuvent être retrouvés en cher- 
chant une fonction fA de la forme a, x, + a, x,. 

Exercice 11 

On peut prouver la correction partielle de l'organigramme en utilisant les 
prédicats proposés sur la figure 30. 

a , ,  a, données L 
1 

(x i ,  XZ, x,) := (a , ,  a,, 1) 

x, pgcd(x,, x2) = pgcd(a,, a,) 

~3 pgcd(x,. x,) = 

pgcd(a,. a,) a x,  impair 

(x,. x3)  := (x, t 2, 2 * x3) 

Figure 30. 



fg(xl, x2, x3) = x1 + 2 x2 (ajouter x, > O 9 x 2  > O aux prédicats en A et B) . 

Exercice 12 
On peut prouver la correction partielle en utilisant les prédicats étiquetant 

l'organigramme comme sur la figure 31. 

n,  a, t[l : n] données : 
n 2 1 et (Vk E [ l ,  n - 11) t[k] 6 t[k + 1 1  - 

(Vk E [ 1 ,  n]) (k < I - t[k] < a )  g < k * a < t[k]) 
e ( k  < n 2 t[k] < t[k + 11) 

m := ( i+j )  + 2 

vrai , , , T . ~  , 
J := m 1 := m 

faux - (Vk E [ l .  n]) (k < i 2 t[k] < a) 
7 

et ( i  6 k - a ,< t[k]) - 

Figure 31. 

La terminaison de cet organigramme n'est pas assurée : en effet si, lors des 
calculs, on a au point A : 

en parcourant la boucle, on trouve m := (i + j) + 2 (= i) puis, comme le 
test est vérifié, i := m (= i) ; on se retrouve donc au point A sans avoir modifié 
les variables et le calcul ne s'arrête pas. 11 aurait fallu faire progresser i de 1. 
Changeons l'organigramme en remplaçant i := m par i := m + 1. La 
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correction partielle est toujours vérifiée avec le même prédicat en A. Pour 
vérifier la terminaison, placer la fonction : 

Exercice 13 

1) Pour faire la preuve le long des chemins directs de B vers B et de B vers A 
on peut utiliser le lemme suivant pour y,  t entiers : 

[en eÎîet si la partie gauche de l'implication est vraie on a les inégalités : 

2) A partir des prédicats PA et PB et du lemme précédent, on constate qu'à 
l'entrée de chacun des deux tests portant sur P(y) on a pour le premier : 

Y E S  

et pour le second 

v l S .  

Donc, si p est défini par : 

p(n) = si - n E S  alors faux sinon vrai , ---- 
on évite toujours la branche conduisant à C : il n'y a pas terminaison. Récipro- 
quement supposons que le programme ne se termine pas, comme les valeurs de y 
sont strictement croissantes, pour tout n E N on peut trouver un calcul tel 
qu'au point B, pB soit vérifié avec n < y, d'où : 

p(n) = faux o n E S . - 
3) L'étude que nous venons de faire peut être reprise pour le schéma de 

programme de l'exemple 5 du chapitre 3. Dans ce schéma de programme, 
l'addition de 1 à y  ou z est remplacée par la composition du symbole fonction- 
nel f : la condition de non-terminaison s'écrit alors : 

Vn E N p( f "(x)) = faux o n E S . 
Exercice 14 

L'auteur se sent incapable de fournir une correction. 

Exercice 15 

Si l'on a initialement a[l] = a[2] = 2, on obtient, après l'affectation 
a[a[2]] := 1, la situation n[l] = 2, a[2] = 1. Le prédicat a[a[2]] = 1 
n'est donc pas vérifié, cela met en défaut l'axiome d'affectation 

1 = 1 { a[a[2]] := 1) a[a[2]] = 1 . 



Exercice 16 

Notons TC le morceau de programme : 

x, := x, + 2 * x, + 1 : .Y2 := .Y, + 1 

On peut montrer : 

x ,  = x ; g x 2  d a g x ,  < a { x ) x ,  = x ; g x 2  < a  

(règles sur l'affectation et la séquence). 

On en déduit (grâce à la règle sur l'itération) 

x, = x: et x, < a { tant que x, < a  faire 7t fait ) - - - 
x ,  = x i g x ,  d a g a  d x2  

d'où : 

x ,  = x i  et x ,  d a { tant que x ,  < a faire TC fait ) x ,  = a2 - - -  
et finalement : 

a > O { x := (0, O) ; tant que x ,  < a faire n: fait ) x, = a2 . - 
Exercice 17 

Pour abréger les notations, nous notons (x , ,  x,) - (a,, a,) à la place de 

On prouve successivement 

(Pour déduire (5) de la règle (CND) on convient ici que si - t - alors x := y fsi - 
est une abréviation de t x := y x : = x fsi). - 

A partir de (5) on prouve : 

(6) a,  > O& a, > O ( x := a ;  a ) (x , ,  x2 )  - (a,, a,)& x ,  d x ,  . 
Puis à partir de (6) et (4) 

(7) a ,  > O g a, > O { x ) (x , ,  x,) - (a,, a,) g x ,  = x ,  . 
D'où 



Vérgfication et conception de progrrri71n7es [s 91 

Exercice 18 

Il s'agit de montrer : 

I ~ / ) / O e t J P l ) / O { p ) F =  ( i J P ( i i -  l , l a J ) = a }  

indiquons sommairement les principales étapes ; abrégeons les prédicats en 
posant : 

i n v ( j ) = ( F  = { i l c i =  p ( i +  l , l a l ) g O <  i < j } )  

p ( k , j ) =  (i < k * a ( l , i )  = P ( j +  1 , i ) )  

(1) inv(j - 1) g p(k, j )  g k < / ci 1 et a, = bj+, { k := k + 1 } 
inv( j - 1) 9 p(k, j )  

(2) inv(j - 1) - et p(k, j )  { tant que k < ( a 1 a, = bj+k 
faire k := k + 1 fait ) inv(j - 1) et p(k, j )  et k > 1 1 OU ak  # bj+k - - - - - 

(3) inv(j - 1) { 8 } inv(j - 1) g p(k, j )  g (k > 1 a 1 oj a, # b,+k) 

(4) inv(j - l ) g p ( k ,  j ) g k  > 1 a 1 { F : =  F u  { j }  ) inv(j) 

(5) (inv( j - 1) et p(k, j )  g a, # b,+ , g k < I a 1 )  * inv(j) . 

De (4) et (5) on déduit (règle des conditionnelles étendue au cas d'absence de la 
partie a) : 

De (3) et (6) on déduit 

(7) inv(j - 1) ( 8 ;  si - k > 1 a 1 alors F  := F u  { j )  fs i )  inv(j) - - 
(8) inv(j) { j := j + 1 } inv(j - 1) 

(9) inv(j) g j  d l B l - l a l 
{ j : =  j +  1 ; O ; s i k  > 1 %  IalorsF:= F u  { j )  fs i) inv(j)  - - - 

(10) inv(j) { x ) inv(j) G j  > l B I - I 2 l 
(11) I ~ 1 3 0 0 I ~ l 3 0 { ~ )  

F =  { i l a =  p ( i +  l , ~ a ~ ) e ~ O ~ i < j ) ~ j +  l a >  I P I  
(12) 1 a l > O ~ l P l > O { p ) F = ( i l c c = P ( i +  1 , l c i l ) ) .  

Exercice 19 

L'idée consiste à choisir ici u(x) = x, + x,. Adoptons comme dans la 
correction de l'exercice 17, la notation (x,, x,) - (a,, a,). 

Indiquons quelques étapes de la preuve 

(x,, x,) - (a,, a,) et x, > O et x, < x2 

(1) { X2 := x2 - X1 ) 
(xi, xi) - (a,, a , ) g x ;  > o g x ;  + x; < x, + x, 

(2) { x; > O g (xi, x;) (a1, a,) g x; < x; 
*x;  > o g ( x ; , x ; )  - (a1,a2) 



x ;  > 0 g ( x i ,  x;) - (a,, a,) g x;' > O g (x;', x i )  - (a,, a,) 

=> x;' > O g ( x ; ,  x i )  - (a,, a,) 

(4) { x1  > O g (x , ,  x,) - (a,,  a,) et non x ,  < x ,  

* ( x 1 , x 2 )  ( a l , a 2 ) g x l  > O .  
De ( l ) ,  (2),  (3), (4) on déduit grâce à (ITE') 

x1 > 0 G ( X I ,  ~ 2 )  " (a,, a,) 
( 5 )  { tant que x ,  < x ,  faire x2  := x2  - x ,  fait } - 

xi > O g (x, ,  x2 )  - (a,, a,) et non ( x i  < x i )  . 

La complexité des règles entraîne une grande lourdeur dans les preuves; 
on peut arriver à quelques allègements en déduisant des règles primitives de 
nouvelles règles (voir à ce sujet [MAN, 741). 

Exercice 20 

A(r) est vide au départ. Supposons que T ( x )  n A(r) = 0 Vx  E A(r) lorsque 
A(r) contient i - 1 éléments ; choisissons alors x ,  tel que 

Supposons T(x,) n A(r) f 0 et soit 

ce qui est contraire aux hypothèses. 
On a donc toujours T ( x )  n A(r) = a. 
Exercice 21 

Si ce n'était pas le cas, on aurait un circuit parmi les sommets n'appartenant 
pas à A(r). 

Exercice 22 

Evident d'après la construction de CANDIDATS dans S4. 

Exercice 23 

Cet algorithme est encore partiellement correct, P(u, v) est encore invariant 
du cycle. Mais il ne termine pas si u = 2 k ,  v = 2 k + 1, t(u) < a. 

Exercice 24 

On peut définir t' de la façon suivante 

t' trié g 3m Vi, j 

[(O < i < m * t'(il = t(i + 1)) et t l (m) = a g (m  < j < .=> t l (  j )  = t( j))l . 

Cet énoncé définit t' à partir de m. Voici une définition possible de m : 

V i , j ( ( l  < i < m => t(i) < a ) g ( m  < j < n =. t ( j )  > a ) ) .  
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Pour trouver une définition algorithmique de m, on peut passer a l'énoncé 
élargi suivant, définissant u et v : 

Q(u ,  ü) = [Yi, j ( 1  < i < u 3 t ( i )  < a ) -  (t. < j d n 3 t ( j )  B a) ]  . 

Cet énoncé admet u = O et c = n. Comme solution évidente, on peut 
définir une suite de solutions : 

U ,  = O ü o = n  

= ( u k + v k ) t 2  

uk+ = 2 t (wk) < &S M . . ~  uk fsi 
v,+, = 2 (M.,) < a alors v, sinon IV, - 1 fsi 

on vérifie que Q(u,, v,) = vrai Q(u,+ ,, v,+ ,) = &. 
Donc, si u,,, et u,, , sont définis, ils vérifient Q ; mais ils ne sont définis 

que si le test t(w,) > a l'est ; or a priori, wk E [ O ,  n] et donc t(w,) n'est défini 
que si w, E [l, n] ; or on peut avoir w, = O si a < t (1)  et il nous faut traiter 
ce cas différemment ; l'énoncé définissant m devient alors : 

m = a < t (1)  alors O sinon q fsi - 
q : V i , j ( l  < i < q * t ( i )  < a g q  < j d  n * t ( j )  > a ) .  

Il nous reste à donner une définition algorithmique de q sachant qu'elle 
n'est utilisée que si a g t(1). 

Nous recherchons a nouveau une suite (u,, v,) telle que Q(uk,  v,) soit vrai. 
Par hypothèse, t (1)  > a et cette suite peut être définie comme précédemment 
mais avec comme valeur initiale u ,  = 1 et r ,  = n ; d'où la définition de q : 

q : u : =  1 ; v : =  n ;  
tant que u # v faire (w  = (u  + v) t 2 ; - 

s j t ( w )  < a & u : =  w & v : =  w - 1 f s i ) ;  - 
q = u .  

L'invariant de la boucle est bien Q .  
L'algorithme est-il borné ? Malheureusement, pour u = 2 k ,  v = 2 k + 1 

l'algorithme boucle. Nous vérifions alors que si nous posons 

w, = (u,  + v, + 1) t 2 

nous avons encore v, < w, ,< u, et cette fois, à chaque itération 

Avec cette modification l'algorithme est borné. 
Récapitulons : 

t' : O  < i < m * t 1 ( i )  = t ( i +  1) 
t l ( m )  = a 

m < i < n =z= t'(il = t(i) 
m : t (1)  < a alors O sinon q fsi - 



q : u =  l , v = n ;  
tant que u # v faire (w := (u + L; + 1) + 2 ; - 

sjt(w) < a & u  := w 
sinon v := w - 1 fsi) ; q = U .  - 

Exercice 25 

Il suffit de montrer que p O R = n { q 1 p ; R c R ; q ). 
Or ceci résulte immédiatement de l'équivalence p ; R G R ; q o p o R E q. 

Exercice 26 

Montrons que p ; R G R ; q o p c R -+ q. 
D'après la définition de R + q, on a (R + q) ; R E R ; q. 
Donc p c R - , q a p ; R c ( R + q j ; R c  R ; q .  
Réciproquement, supposons que p ; R c R ; q. Soit x tel que p(x) ; 

l'hypothèse se traduit par Vy (xRy q(y)) donc (R -+ q) (x). 
De cette équivalence on déduit immédiatement que 

Donc R -, q est la borne supérieure des prédicats p tels que p ; R c R ; q. 

Exercice 27 
Détaillons seulement les preuves concernant l'opération o 

Supposons S, E S2 : 

Enfin : 

Exercice 28 

1) Si l'on suppose que 

vrai { F(x - 1 ; z )  ) z = 0 , - 
alors 

vrai{F(x - l ; z ) ; j \ : =  2 * ~ ) ~  = 0 ;  - 
donc on peut déduire 

vrai { F(x ; y) : F(x - 1 ; z) ; y := 2 * z ) y = O - 
Evidemment il n'y a aucune chance que la procédure termine. 
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2) Faisons l'hypothèse de récurrence que l'appel interne se déroule correc- 
tement. 

Distinguons alors deux cas : 

soit b = O alors lepgcdde a et de b est a 
soit b # O le prédicat d'entrée est vérifié pour l'appel de reste et évidem- 

ment aussi pour l'appel interne et donc, après l'appel interne, r est le pgcd de b 
et de reste(a, b) ; il reste alors à montrer que le pgcd de a, b est aussi celui de 
b, reste(a, b) ce qui est du domaine de l'arithmétique. 

Exercice 29 

Justification de la règle de preuve des procédures récursives par l'induction 
de SCOTT. 

Soit une déclaration de procédure récursive du type f (x ; y) : ;' ; pour tout x 
tel que f (x ; y) admette un résultat, notons F,(x) ce résultat. F, peut être 
définie par une déclaration récursive du type 

En d'autres termes, F, est le plus petit point fixe d'une fonctionnelle .r ce que 
nous notons F, = y(z). 

Sur un exemple, vérifions la possibilité de définir F, comme plus petit point 
fixe : soit 

fuct(x ; y) : x = O y := 1 sinon fuct(x - 1 ; z )  ; y := x * z - fsi 

on peut lui associer la déclaration 

Fact(x) + si - x = O alors 1 sinon x * Fact(x - 1) fsi . -- 

La propriété de correction partielle d'une procédure f (x : y) par rapport 
aux deux prédicats p(x) et q(x ; y) se traduit par l'assertion : 

De son côté l'assertion 

peut être traduite par 

P(F) =+ P(.c(F)) . 

Pour justifier la règle d'induction présentée ici pour les procédures récursives, 
montrons que : 

1) P(R) est vérifiée (R désignant la fonction nulle part définie). 
2) P(F) est une propriété admissible, c'est-à-dire qu'il existe deux familles 

(o,), (0:) d'applications continues de F ( D ,  D) dans un ensemble ordonné 
(B, 6) telles que la propriété P puisse s'écrire sous la forme 



1) P(R) est naturellement vérifiée. Intuitivement cela correspond au fait 
qu'une procédure qui ne termine pas est partiellement correcte pour toute 
assertion. 

2) Prenons pour B l'ensemble { vrai, faux ) muni de l'ordre faux < vrai. 
Considérons par ailleurs les applications o, et 0,' définies par 

si l'on pose q(x, o )  = faux pour tout x de D ; on vérifie aisément que o, et oi 
sont des applications continues de F ( D ,  D) dans B. 

Maintenant, P(F) peut s'écrire : 

et doncP est une propriété admissible. Nous pouvons donc appliques la règle de 
SCOTT (voir chapitre 2, 5 4) et écrire, puisque P(R) est toujours vérifiée : 

Exercice 30 
La première valeur des paramètres (première pour l'ordre lexicographique) 

conduisant a un calcul infini est (1 ,  3). Le lecteur pourra vérifier que si (x, J,) 

conduit a un calcul infini, alors il existe des paramètres (x', y') avec lesquels la 
procédure A' est appelée une infinité de fois. 

Exercice 31 

Représentons l'échiquier par un tableau ech tel que ech[d = j si et seule- 
ment si une reine occupe la position (i, j ) .  L'ensemble E des solutions sera 
imprimé au fur et a mesure. La procédure s'écrit alors : 

reine(i, ech, n) : i > n imprimer(ech) 
sinon pouv j & 1 a - n - faire 

lu position (i, j )  n'est pas en prise dans ech 

tableau nouveau[l : n] ; 
nouveau := ech ; 
nouveau[i] := j ; 
reine(i + 1, nouveau, n) 

fsi - 
fait - 

fsi - 

Prouvons la terminaison de reine 

- Soit V = [O : n] muni de l'ordre habituel ; V est bien fondé. 
- Soit p(i, eclz. n) = (i < n + 1) un prédicat portant sus les paramètres 



VériJication et conception deprogrnn1n7es [$ 91 239 

de reine ; p est vérifié pour l'appel initial et, si p est vérifié à l'entrée d'une pro- 
cédure. p est vérifié pour ses appels internes. 
- Soit u(i, ech, n )  = 1 + n - i une application des paramètres dans V 

qui est définie si p est vérifié. 
On vérifie alors que pour chaque appel interne 

u(i, ech, n)  < u(i + 1, nouveau, n )  . 

Donc il n'y a pas d'appels infinis ; comme d'autre part il n'y a pas de cycle 
possible dans le corps de procédure, reine se termine effectivement. 

Voici quelques indications pour la correction partielle : on considère les 
débuts de positions possibles P pour les reines : 

P = (1, JJ,  (2, . ,., ( k )  jk) ( k  G n)  

on note P 5 P r  si P' est un prolongement de P. 
Il faut alors démontrer qui, si ech contient le début de position 

P ( ~ , J I ) ,  ..., ( i  - 1,j i-1)  

reine(( ech, n)  imprime toutes les solutions P '  telles que P C Pt .  





CHAPITRE 5 

Sémantique d'un langage 
de programmation 

1 BUTS D'UNE FORMALISATION DE LA SÉMANTIQUE D'UN 
LANGAGE 

Ce qui se conçoit bien s'énonce clairement et les 
mots pour le dire arrivent aisément. 

(BOILEAU, l'Art poétique) 

1 . 1  Introduction 

Au chapitre 3 nous avons présenté des structures de contrôle permettant 
d'écrire des algorithmes (schémas de programmes, schémas itératifs, schémas 
récursifs). Si ces différentes constructions sont bien adaptées à une étude des 
concepts de base de la programmation, si elles permettent de décrire des 
méthodes de preuves et de définir des notions d'équivalence, elles sont assez 
éloignées des langages de programmation actuels. Plus précisément nous avons 
négligé au chapitre 3 un aspect important de ces langages : c'est celui qui 
concerne la structure d'information du langage c'est-à-dire les p~opriétés des 
objets manipulés dans un programme. Par là même, nous avons peu ou pas 
abordé jusqu'à présent certaines constructions qui concernent les objets d'un 
langage et sont couramment utilisées par le programmeur : déclarations d'iden- 
tificateur (et donc problèmes de portée, structure de bloc.. .), déclarations de 
procédures, définitions de type, etc.. . 

En fait, l'approche que nous avons suivie a pour origine les difficultés 
qu'éprouvèrent au début des années 60 les informaticiens désireux de se doter 
de bons outils de définition de langages de programmation. Si les études sur 
l'aspect syntaxique aboutirent assez rapidement à la création de « bons » 
objets mathématiques (grammaires, arbres syntaxiques ...) et à l'introduction 
de la notation de Backus [NAU, 631 qui fit rapidement l'unanimité, il n'en 
fut pas de même pour l'aspect sémantique. Ainsi en atteste le colloque organisé 
par 1'IFLP (International Federation for Information Processing) en 1963 



[STE, 661 qui permit de constater la diversité des approches proposées aussi 
bien que l'état embryonnaire des recherches. 

Pour progresser deux principales voies s'offraient alors aux chercheurs : 

- Tenter de formaliser la sémantique des langages de programmation de 
l'époque (ALGOL 60, PLI1 ...) quitte à obtenir des définitions lourdes et 
imparfaites que l'on pourrait affiner par la suite. 
- Clarifier la situation en étudiant les concepts fondamentaux de la pro- 

grammation et en en dégageant des structures de base (schémas itératifs, sché- 
mas récursifs, notion de type, domaines sémantiques, etc.. .). 

Il semble qu'on approche actuellement du point de rencontre des deux 
chemins précédents puisque les chercheurs sont arrivés à des idées plus claires 
sur les concepts liés à la sémantique, idées que nous essayons de dégager dans 
la suite. 

Dans ce chapitre, après avoir réfléchi sur les buts d'une définition précise de 
la sémantique d'un langage de programmation (3 1 .2 ,  1 .3 )  nous donnons un 
aperçu des concepts fondamentaux permettant de les atteindre (3 2). Ensuite 
nous examinons quatre manières d'envisager la sémantique sur un petit 
langage choisi pour sa simplicité (3 3, 4, 5 ,  6, 7). Au paragraphe 8 enfin nous 
comparons brièvement les différentes approches précédemment évoquées. 
Le paragraphe 9 décrit un outil de définition d'une partie de la sémantique 
d'un langage évolué bien adapté en particulier à la construction de compila- 
teurs : la méthode des attributs. 

L'optique dans laquelle nous présentons ce chapitre nous a conduit à 
restreindre notre champ d'étude aux approches directement liées aux lan- 
gages de programmations existants. C'est pourquoi plusieurs travaux impor- 
tants ne sont pas abordés ici ; c'est le cas de la sémantique algébrique développée 
par NIVAT et son équipe et qui doit être l'objet d'un ouvrage à venir [COU, 781. 

1 . 2  Le concept de sémantique d'un langage de programmation 

D'après le grand Larousse, la sémantique d'un langage est l'étude des sens 
des mots de ce langage ainsi que de leurs variations. Les langages de program- 
mation étant artificiels, on pourrait s'attendre à avoir une définition beaucoup 
plus précise du terme sémantique. Mais force est de constater que dans la 
société des informaticiens ce terme n'est pas perçu par tout le monde de la 
même manière. 

Dans ce paragraphe nous pouvons nous contenter d'une idée intuitive de la 
notion de sémantique puisque le but des différentes méthodes de formalisation 
est d'en donner une définition précise. En première approximation nous 
convenons que la sémantique d'un langage de programmation associe un sens 
c'est-à-dire une valeur sémantique aux différents programmes de ce langage. 

Le problème posé est donc double : 

i) définir un ensemble de valeurs sémantiques (pour un langage donné) ; 
ii) définir une application, appelée fonction sémantique, de l'ensemble des 

programmes (du langage) dans celui de ces valeurs. 
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L'étude de ces deux concepts passe par une réflexion sur les buts poursuivis, 
c'est ce que nous faisons maintenant. 

1 . 3  Intérêts d'une formalisation de la sémantique 

En général, la définition d'un langage de programmation évolué comporte 
trois aspects : 

i) Définition formelle de la majeure partie de la syntaxe du langage à l'aide 
d'une grammaire exprimée par exemple à l'aide de la notation de Backus : 
ALGOL 60, SIMULA, PL/l, .. . ou en utilisant éventuellement une méta- 
grammaire : ALGOL 68 [WIJ, 751. 

ii) Définition moins formalisée de conditions syntaxiques supplémentaires 
(due essentiellement au fait qu'on se restreint en i) à des grammaires du type 
contexte libre, ceci afin d'alléger les définitions, plutôt qu'à des grammaires 
contextuelles). 

iii) Définition peu formelle de la sémantique. 

Les définitions ii) et iii) sont formulées en langue naturelle, en employant un 
style plus ou moins mathématique. L'introduction de méthodes permettant 
d'augmenter la précision de ces définitions serait d'un grand intérêt pour 
diverses catégories d'informaticiens : 

a )  Aide à l'implantation 

Si la formalisation de la syntaxe permet d'automatiser certaines parties de la 
compilation (notamment l'analyse syntaxique) le manque de précision de la 
définition de la sémantique pose de nombreux problèmes à celui qui implante. 
Il importe donc de donner un sens complet et non ambigu à tout programme 
du langage, ce qui devrait permettre de contribuer à la résolution des difficiles 
problèmes de la construction automatique et de la preuve de correction de 
compilateurs. Plus simplement une bonne définition de la sémantique éviterait 
que, selon l'implantation, un programme donne pour les mêmes données des 
résultats différents. Considérons par exemple le programme FORTRAN 
suivant (dû à WAITE) : 

COMMON M 
M = l  
N = K(M, M + 3) 
PRINT M ,  N 
STOP 
END 
FUNC T I 0  N K(Z, J )  
C 0 M M 0 N  L 
I = I +  1 
L = L + J  
K = I + L  
RETURN 
END 
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Selon le mécanisme de passage des paramètres, les résultats sont différents. 
La plupart des compilateurs FORTRAN conduisent à M = 6 et N = 12 
(passage par référence). Mais certains compilateurs qui définissent un mode 
optimisé de transmission des paramètres (valeurs - résultats) conduisent à 
M = 2 ,  N = 7 .  

Exercice 1 

Que peut-on dire de la terminaison du programme Algo160 suivant ? 

début entier x ; -- 
procédure f (l), étiquette 1 ; 

début si x = 1 alors début x := O ; f (m) Jin ; -- -- 
m : a l l e r ~  1 

x : = 1  @ 
f (n)  

n : jîn - 

Remarquons au sujet des problèmes d'implantation que, même dans le cas 
d'une approche formelle, il n'est pas nécessaire que la définition soit complète. 
Par exemple la formalisation de la récursivité doit laisser le plus grand choix 
possible d'implantations de manière à permettre des optimisations. La diffi- 
culté est donc bien de donner une définition qui associe un sens unique à un 
programme sans pour autant trop contraindre celui qui procède à l'implan- 
tation. 

b) Aide a la programmation 

Une définition précise de la sémantique d'un langage doit permettre au 
programmeur de la maîtriser parfaitement et d'éviter ainsi la déplorable pra- 
tique actuelle qui consiste à aller vérifier ce que fait un langage par des pas- 
sages sur machine ce qui, entre autres défauts, conduit à définir des programmes 
corrects relativement à une implantation (et non relativemenr a la définition 
du langage). Pour bien mettre en évidence la difficulté de donner un sens à 
toute instruction nous invitons le lecteur à répondre aux questions suivantes : 

i) Quels sont, selon le mode de passage des paramètres, les résultats des 
appels de procédure suivants ? 

- perm(i, A[z]) 
- perm(A[i], i) 

où Perm est une procédure à deux paramètres a et b dont le corps est : 

ii) Quelle est la valeur de K après l'exécution du fragment de programme 
FORTRAN suivant ? 
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GOTO 1 
D O l J =  1 , 2  
K = K + 1  

1 CONTINUE 

Pour i), on peut vérifier que dans le cas @-transmission par valeur-r-ultat ou 
par référence on obtient Ab]  =? ; i = A[zJ dans les deux appels si u désigne 
la valeur avant l'appel et u la valeur après l'appel d'une variable u quelconque. 
Dans le cas d'une transmission de paramètres par nom (comme en Algol 60) 
on obtient les mêmes -- résultats pour le premier appel mais le deuxième fournit 
A [ ~ [ i l ]  =1'; i = A[z].  Le programme proposé en ii) a été essayé sur un 
compilateur, il a fourni, K  = 4, le saut s'effectuant à l'intérieur d'une itéra- 
tion (ce qui n'est pas évident a priori). Signalons d'ailleurs que pour cette raison 
ce programme n'est pas acceptable. 

Exercice 2 
Quelle est la valeur de l'expression 8 > 6 > 4 du langage PL,'l ? 
Enfin, les langages de programmation évoluent actuellement d'un mode 

impératif vers un mode plus déclaratif (langages à assignation unique [ASH, 761, 
langages de très haut niveau [KEN, 751, instructions gardées [DIJ, 751 et aussi 
langages d'intelligence artificielle [HEW, 721, [COL, 751, [ROU, 751. Cette 
évolution nécessite une définition plus précise de la sémantique permettant de 
connaître le résultat de la ou des séquences d'exécution correspondant à une 
description donnée. En effet dans de tels langages un choix est laissé a l'exécu- 
tion et ce n'est pas en effectuant des « exécutions à la main )) que l'on peut 
connaître le sens d'un programme mais en partant des spécifications du pro- 
blème qu'il est sensé résoudre. 

Dans la suite nous ne nous préoccupons que de langages algorithmiques 
classiques. La maîtrise complète du langage manipulé est une condition 
nécessaire a la définition de méthodes de conception et de méthodes de preuves 
utilisables par le programmeur. On a d'ailleurs bien constaté au chapitre 4 que 
définir les transformations de prédicats associées aux instructions du langage 
revient à donner un sens à ces instructions. Nous verrons (5 7) que certaines 
méthodes de formalisation de la sémantique reposent sur cette idée. 

c) Aide à la conception de langages nouveaux 

De même que la notation de Backus est un outil simple et efficace pour la 
description d'une syntaxe, une méthode générale de formalisation de la 
sémantique doit permettre de définir plus facilement et plus correctement de 
nouveaux langages de programmation, en évitant en particulier certaines 
contradictions. C'est l'un des buts principaux que se sont fixé certains auteurs 
tels que SCOTT et STRACHEY [SCO, 711 en faisant l'hypothèse raisonnable 
que l'introduction d'une « bonne )> formalisation va de pair avec la mise en 
évidence de « bons )> outils de construction de programme et donc avec la 
définition de « bons » langages. TENNENT [SEN, 771 a, par exemple, analysé 
des extensions de Pascal avec cette méthode. 

Toujours en restant au niveau de la conception de nouveaux langages, une 

LIYERCY. - Théorie des programmes Y 



définition précise doit permettre également une normalisation plus facile d'un 
langage ainsi qu'une comparaison aisée de différents langages. 

d )  Conclusion 

(< Parbleu ! dit le meunier, est bien fou du cerveau 
Qui prétend contenter tout le monde et son père )) 
Le Meunier, son Fils et 1'Ane. 

JEAN DE LA FONTAINE 

Il semble cependant que certains des objectifs précédents (a), b), c)) soient 
difficilement conciliables sinon contradictoires : peut-on donner une définition 
formelle qui soit à la fois suffisamment complète pour définir une implémenta- 
tion, suffisamment simple et lisible pour être utilisable quotidiennement par le 
programmeur dans la construction de programmes corrects, suffisamment 
souple et puissante pour être adaptée à la conception de langages nouveaux ? 

La diversité des buts poursuivis explique en partie le nombre d'approches 
différentes de la sémantique et souligne la relativité des jugements de valeur que 
l'on peut porter (une « bonne » définition pour celui qui implante peut être 
assez éloignée de l'idée que s'en fait un programmeur comme, de manière 
analogue, les sauts peuvent être de « bons » objets pour le premier et d'exé- 
crables pour le deuxième). Il ne semble pas, à l'heure actuelle, qu'existe cette 
méthode universelle utilisable par les informaticiens de tous poils, aussi nous 
pensons qu'il faut se ranger au point de vue d'auteurs tels que HOARE et 
LAUER [HOA, 741 ou DONAHUE [DON, 761 qui préconisent de donner 
plusieurs définitions compatibles d'un même langage, chacune d'elles s'adres- 
sant à une catégorie particulière d'utilisateurs. Nous abordons ce point de vue 
au paragraphe 8. 

2 PRINCIPAUX CONCEPTS UTILISÉS DANS LES MÉTHODES 
DE FORMALISATION 

Schématiquement, un programme d'un langage de programmation classique 
décrit des traitements portant sur des valeurs. Pour préciser sa sémantique il est 
nécessaire d'introduire un cadre dans lequel on peut exprimer ces deux notions, 
c'est ce que nous allons faire maintenant. 

2 .1  Structure d'information 

Dans le cas où les objets manipulés par le programme sont simples, les 
entiers par exemple, l'ensemble des valeurs accessibles à un instant donné 
de l'exécution d'un programme peut être ordonné en une suite finie de nombres : 
c'est le vecteur d'état introduit par McCARTHY [McC, 631 pour rendre compte 
de l'idée d'état de mémoire et utilisé au chapitre 3 dans le cadre des schémas 
de programmes. Cependant, les informations manipulées par un programme 
peuvent être beaucoup plus complexes que de simples nombres (tableaux, 
structures, listes, ...), une formalisation de la sémantique nécessite donc une 
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théorie des structures d'information [REM, 741, [SCO, 761, [FIN, 761. Ici 
une telle structure permet de définir un cadre dans lequel on peut exprimer les 
propriétés des objets manipulés par un langage ; une information étant une 
abstraction de la notion d'état de mémoire à un moment de l'exécution d'un 
programme. 

Cette notion doit permettre d'exprimer également le passage d'un état 
a un autre (ce qui formalise l'exécution d'une instruction). Notons qu'une telle 
étude a été menée par les auteurs de la méthode de Vienne [LUC, 681. Nous 
présentons dans la suite (5  4, 5 et 6) plusieurs formalisations du concept de 
structure d'information utilisant un cadre ensembliste. Une image partielle 
d'un état est constituée d'un prédicat liant les valeurs des variables à cet 
instant de l'élaboration du programme, ce point de vue est considéré au para- 
graphe 7. 

2 .2  Fonctions et calculs 

La première idée pour définir le sens d'un programme est de lui associer une 
fonction : un programme fait en effet passer de certaines données à certains 
résultats (ou d'une information d'entrée à une information de sortie) ; on 
donne ainsi un point de vue fonctionnel d'un programme (§ 6). 

Cependant ce type de définition rend mal ou difficilement compte de cer- 
taines notions liées à l'exécution d'un programme. Par exemple on assimile les 
programmes qui doivent boucler aux programmes indéfinis, c'est-à-dire ceux 
qui buttent sur une erreur (telle que la division par 0) ce qui n'est pas satisfai- 
sant. Ainsi, plutôt que de retenir les états initiaux et finaux on peut considérer 
la suite d'états de mémoire par lesquels passe le calculateur pendant l'exécution 
d'un programme ; une telle suite s'appelle encore un calcul. Pour préciser cette 
notion on peut s'inspirer du chapitre 3 paragraphe 2 . 3  (ainsi dans la méthode 
de Vienne un état contient à la fois le programme qui s'exécute et le compteur 
ordinal) ou encore définir un calcul comme une suite de fonctions (ou modifica- 
tions) élémentaires faisant passer d'un état à un autre (par exemple affectation, 
déclaration...). Parallèlement à une théorie des structures d'informations, 
une théorie des calculs est nécessaire, elle permet en particulier de rendre 
compte des calculs infinis. 

2 .3  Fonction sémantique 

Parmi d'autres classifications, on peut grouper schématiquement en deux 
familles les différentes approches de la sémantique d'un langage de program- 
mation auxquelles correspondent respectivement deux types de fonctions 
sémantiques selon que l'on définit la valeur associée à un couple (programme, 
donnée) ou simplement à un programme. 

i) Le premier type correspond à un point de vue interprétatif : La fonction 
sémantique 9 associe à un couple (programme, donnée) un calcul qui peut 
posséder un résultat 

(progrumme, donnée) 2 calcul 
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ii) Le deuxième type correspond à un ' point de vue dénotationel : 
La fonction sémantique Y associe à un programme P un objet mathématique 
Y [ P ]  : sa « dénotation >>. Y [[Pa peut être une fonction définie dans l'ensemble 
des données, à valeur dans l'ensemble des résultats (figure 1). 

donnée résultat 

Figure 1.  

Ce peut être également une fonction définie dans l'ensemble des données à 
valeur dans un ensemble de calculs (figure 2). 

v 

* 
donnée calcul 

Figure 2. 

Les méthodes de définition de ces fonctions sémantiques peuvent être très 
diverses, elles sont caractéristiques de la formalisation choisie. En particulier 
ces fonctions doivent être calculables, d'ailleurs on retrouvait dans les pre- 
mières formalisations de la sémantique les différentes approches faites par les 
logiciens de la notion de calculabilité (POST, CHURCH, MARKOV, 
TURING). Citons simplement pour mémoire les formalisations fondées sur 
les algorithmes de MARKOV [MAR, 541, [BAK, 671 et le ?L-calcul de 
CHURCH [CHU, 411, [CUR, 581, [LAN, 651. 

Remarquons également la filiation entre les machines abstraites des méthodes 
interprétatives ( 5  4) et les machines de TURING [TUR, 461, [KLE, 711. 

2 .4  Langage pivot 

Un programme d'un langage de programmation habituel se présente sous la 
forme d'une chaîne de caractères et la découverte de son sens nécessite une 
certaine analyse : 

Par exemple, pour définir le sens de la phrase ALGOL 60 

début réel x ; x := a + b &I -- 
il faut en reconnaître les différents composants. En particulier l'élaboration de 
x := a + b commence par celle que a + b (qui peut se faire dans un ordre 
quelconque) ce qui n'apparaît pas sur la structure linéaire de la phrase. De 
même que pour comprendre une phrase française il faut (au moins inconsciem- 
ment) abstraire sa structure, pour définir la sémantique d'un programme il est 
naturel de mettre en évidence sa structure syntaxique. Cette structure peut être 
présentée comme un arbre très proche de l'arbre syntaxique ou comme un 



Sémnntique d'un langage de progrnmmation [Cj 21 

n-uplet ; ainsi, de l'affectation x := 8 on peut ne conserver, dans un certain 
contexte, que le couple ( x ,  8) comme on le verra au paragraphe 6. 

D'autre part, cette transformation de la représentation d'un programme 
permet de n'en conserver que les composants sémantiquement utiles, ainsi un 
certain nombre de symboles syntaxiques n'apparaîtront pas dans le programme 
transformé (par exemple le symbole allera en Algol60 est redondant et la 
phrase allera eti peut fort bien être remplacée par eti). 

Brièvement on ne conserve que la structure syntaxique des phrases en suppri- 
mant tout le « sucre syntaxique >> nécessité par l'écriture linéaire et la facilité de 
manipulation et de lecture. 

Il est également possible au cours de cette transformation de supprimer 
certaines constructions du langage en les représentant par d'autres (plus élé- 
mentaires ou dont le sens est plus simple à définir). Ainsi, par exemple, les cycles 
pour - en Algol60 pourront être représentés à l'aide de tests et de sauts dans 
l'optique d'une sémantique rendant facilement compte de ces notions; de 
même une procédure fonction a n paramètres pourra être remplacée par une 
procédure sans résultat à n + 1 paramètres. 

Enfin on peut expliciter dans la nouvelle représentation certains renseigne- 
ments implicitement contenus dans la structure linéaire d'un programme, tels 
que la portée d'une variable dans le cas d'un langage à structure de bloc. 
Signalons qu'il est bien entendu possible de n'expliciter ces renseignements 
qu'au moment de la définition de la fonction sémantique au risque évidemment 
de la compliquer un peu. Ceci est souvent une question d'objectifs (implanta- 
tion ou programmation) et d'outils de formalisation. 

Ainsi de nombreuses méthodes de formalisation de la sémantique d'un 
langage évolué commencent par définir un nouveau langage appelé langage 
pivot (ou encore langage noyau) car il comporte des constructions plus simples 
que celles du langage initial, on le rencontre aussi sous le vocable syntaxe 
abstraite [LUC, 681. 

Ensuite on définit une transformation (traduction) associant à chaque 
programme, un programme du langage pivot dont on détermine la sémantique 
ce que l'on peut schématiser par la figure 3. 

Figure 3. 
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A partir de cette notion de langage pivot on peut définir : 

- la structure linéaire des programmes 
- la sémantique du langage. 

C'est la démarche proposée par McCARTHY [McC, 631 où on oppose 
syntaxe concrète (représentation linéaire) à syntaxe abstraite (langage pivot 
dans lequel les programmes sont des arbres), et c'est aussi la démarche suivie, 
implicitement, dans la définition d'ALGOL 68 où la sémantique s'appuie sur la 
structure syntaxique des différentes phrases du langage strict. 

On retrouve une démarche similaire à celle proposée par certains linguistes, 
CHOMSKY notamment [CHO, 691 qui suggèrent, pour définir la sémantique 
d'une langue naturelle, de distinguer les notions de structure de surface et de 
structure profonde. 

3 UN PETIT LANGAGE DE PROGRAMMATION 

Dans la suite de ce chapitre nous présentons quatre méthodes différentes de 
la formalisation de la sémantique en les illustrant sur un petit langage de pro- 
grammation NAIN. Présentons brièvement ce langage et tout d'abord sa forme 
syntaxique. Les programmes de NAIN sont définis par le système suivant : 

PROGRAMME = BLOC 
BLOC = début DECL ; INST Jin 
DECL = XD u cst ID = E ~ P  u proc ID(ID : I D )  INST 
INST = ID := EXF u BLOC u 

- 

tant que EXP faire INST fait u - 
si EXP &rs INST I ~ T  u - 
ID(EXP : I D )  u 

EXP désigne une expression quelconque, on peut se limiter aux expressions 
arithmétiques et logiques classiques. ID  engendre les identificateurs (en nombre 
infini a priori). Nous laissons au lecteur le soin de terminer la définition de ce 
système. Signalons que la grammaire associée à ce système d'équations est 
syntaxiquement ambiguë, ce qui n'a aucune importance pour la définition de la 
sémantique. 

Notons également que les procédures récursives sont acceptées mais qu'on ne 
considère pas de paramètres procédures. 

Dans la suite nous supposons que les programmes NAIN considérés sont 
syntaxiquement corrects. De plus on a souvent besoin d'affirmer que chaque 
identificateur (de constante, de variable, de procédure) a été déclaré et que son 
utilisation est correcte relativement à son type (constant, variable, procédure). 
Ces contraintes peuvent être vérifiées statiquement c'est-à-dire indépendam- 
ment d'une élaboration quelconque du programme. 

Remarquons que ce langage est un langage pivot si on admet que l'on 
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manipule des représentations linéaires schématiques (telles que début D ; 
Il ; . . . ; In Jin) - plutôt que des blocs. 

4.1  Notion de machine abstraite 

Une sémantique interprétative est une méthode dans laquelle on associe à un 
couple (programme, donnée) des transitions d'un certain automate abstrait. 
On peut schématiser ceci par la figure 4. 

transitions transitions (programme 1 données) -i> - - - - - - - -+ (partie de programme + - -- ---- i> ( 1 résultats) 
restant à exécuter 

1 étal niénioirr) 

état initial état intermédiaire état final 

Figure 4. 

Remarquons qu'il s'agit d'une définition implicite de la fonction sémantique 
qui est caractérisée par la donnée de la machine abstraite. Cette machine (ou 
automate) abstraite est essentiellement composée : 

- d'un ensemble d'états. Un état contient en particulier une spécification de 
l'endroit ou l'on est dans l'interprétation du programme ainsi que la valeur 
actuelle des identificateurs (état de mémoire) ; 
- d'une fonction de transition d'un état à un autre. 

Nous avons déjà défini un tel automate au chapitre 3 lorsque nous avons 
déroulé les calculs d'un schéma de programme. Les interprètes qui définissent 
ainsi la sémantique des schémas de programmes sont très simples car ils rendent 
facilement compte des notions impératives des programmes (sauts, condition- 
nelles, . . .). Cependant si l'on veut exprimer toutes les constructions d'un 
langage de programmation réel l'automate se complique. 

Dans la suite de ce paragraphe nous définissons une sémantique interpréta- 
tive de NAIN. Commençons par formaliser la notion d'état de mémoire. 

4 . 2  Etat de mémoire et modifications élémentaires 

Comme nous l'avons déjà remarqué, toute définition de la sémantique passe 
par la spécification d'un formalisme permettant de préciser les propriétés des 
objets manipulés par un programme. Le cadre que nous utilisons ici dans le cas 
de NAIN doit permettre : 

- d'exprimer les relations existant entre les objets d'un programme à un 
instant de son élaboration (état de mémoire), 
- de rendre compte du passage d'un état de mémoire à un autre provoqué 

par l'exécution d'une instruction (notion de modification d'un état de mémoire). 

Ce cadre constitue la structure d'information de NAIN que nius  décrivons 
maintenant. 



a) Formalisation de la notion d'état de mémoire 

Après exécution du début de programme NAIN suivant 

début proc f (x : y) y := x + 1 ; -- 
début var x ; x := 1 ; -- 

début cst x = 8 . -- 
On peut imaginer l'état de mémoire sous la forme schématisée par la figure 5. 

f 
(y est le corps de procédure) 

Figure 5 Image intuitive d'un état mémoire. 

C'est-à-dire qu'à x est associée une pile dans laquelle on range les valeurs 
successivement désignées par cet identificateur ainsi que leur type. Il en est de 
même pour f dont la pile contient une seule valeur de type procédure constituée 
des paramètres d'entrée x et de sortie y ainsi que du corps y. Pour arriver à une 
définition utilisable d'un tel état de mémoire (de manière à pouvoir prouver des 
propriétés) il faut abstraire de cette idée intuitive les notions caractéristiques. 
Pour cela nous utilisons un cadre ensembliste dans lequel les objets (identifica- 
teurs, types, piles, entiers, .. .) sont des éléments de certains ensembles et sont 
reliés par certaines fonctions d'accès ; ainsi on peut schématiser l'état mémoire 
considéré précédemment par la figure 6. 

-..--.. 
Identificateurs 

t e s  

i ....... 
Jes valsfk ........ 

Plies 1 ........ .a'Sfk.-m 

valeurs """" et$i\T 
et ......... 8 cst 

Y Y i 

Figure 6 Image arborescente d'un état mémoire. 

des (désigne), valsom (valeur du sommet), typesom (type du sommet), entr 
(paramètre d'entrée), sort (paramètre de sortie), corps (corps de la procédure) 
sont des fonctions d'accès permettant d'exprimer la structure logique de l'état. 
Ce sont des fonctions partielles définies dans certains des ensembles d'objets 
manipulés par le langage. Précisons tout de suite ces ensembles : 

- ID ensemble des identificateurs 
- PI ensemble des piles. Il contient en particulier la pile vide 

notée nil. 
- TY = { var, cst, proc ) ensemble des noms de type 
- PR ensemble des textes de procédures 
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- CR = INST ensemble des corps de procédures, c'est-à-dire l'ensemble 
défini dans la syntaxe 

- VA ensemble des valeurs (entiers, booléens ...) ; pas plus que 
l'ensemble EXP des expressions de NAIN nous ne détail- 
lons VA. Convenons qu'il contient un élément I traduisant 
la non-initialisation d'une variable. 

On peut alors expliciter les ensembles de départ et d'arrivée des fonctions 
d'accès précédemment citées : 

des : ID + PI  
valsom : PI -+ VA u PR 
typesom : P I  -+ TY 
entr : PR -+ ID 
sort : P R  -+ ID 
corps : PR -+ CR 

et on exige que les trois dernières fonctions vérifient les propriétés : 

Les définitions précédentes sont incomplètes si on omet de préciser ce que 
sont les piles : il est en effet nécessaire d'exprimer l'empilement d'une valeur 
et d'un type résultant de l'entrée dans un bloc et le dépilement en sortie de bloc. 
Pour cela on introduit deux nouvelles fonctions d'accès : 

empil : P I  x (VA u PR) x TY + PI 

qui formalise l'empilement d'une valeur et d'un type sur une certaine pile ; le 
résultat étant une nouvelle pile 

depil : PI + P I  

qui exprime la suppression du sommet d'une pile. 
Ces deux fonctions doivent vérifier les propriétés suivantes : 

(A 2) : depil(empil(p, v, 6) = p valsom(empil(p, v, t)) = v 
depil(ni1) = ni1 typesom(empil(p, v, t)) = t 

Exercice 3 
a) Compléter la représentation schématique de la figure 6 pour rendre 

compte de la pile antérieurement désignée par x .  
b) Définir cet état mémoire par un ensemble d'égalités entre accès. 
Ainsi un état mémoire de NAIN est la donnée de la fonction des, que nous 

représentons souvent par son graphe e = (ID, PI, des). Si l'on voulait être tout 
à fait précis il faudrait détailler l'ensemble VA et ajouter un certain nombre de 
fonctions d'accès vérifiant certaines propriétés pour exprimer les opérations 
arithmétiques, logiques. .. Nous ne le ferons pas ici. 

Dans la suite, utilisant la simplicité de NAIN nous facilitons le travail du 
lecteur en préférant aux représentations arborescentes (figure 6) des images 
intuitives (figure 5) dans lesquelles ne figurent pas explicitement les accès 



mais qui permettent de les retrouver facilement. Ainsi la représentation de la 
figure 7 est préférée à celle de la figure 8. 

Figure 7. 

valsom typesom 

8 ld>Cst 

valsom 0 typesom 

1 4- var 
Figure 8. 

b) Modijîcation élémentaire d 'un état de mémoire 

Appelons 8 l'ensemble des états mémoires de NAIN. Une modification 
élémentaire de la structure d'information de NAIN est une application de 6 
dans lui-même exprimant l'exécution des instructions élémentaires du langage 
ainsi que certaines « opérations de service » telles que le dépilement à la sortie 
d'un bloc. Définissons-les maintenant : 

- declcst(x, v) exprime l'effet de la déclaration de constante x E ID pour la 
valeur v E VA. Intuitivement elle transforme un état de mémoire e E & de la 
forme schématisée par la figure 9 

(la partie e ,  de e n'est reliée à x par aucun accès) 

Figure 9 Etat de mémoire avant exécution de la déclaration de ,Y 

en un état e' E 8 de la forme de celui de la figure 10. 

Figure 10 Etat de mémoire après déclaration de x. 
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Plus précisément des' est définie par les relations : 

desl(x) = empil(des(x), v, cst) 
et desl(y) = des(y) pour tout y E ID, y  # x . 

Nous convenons d'omettre par la suite la deuxième relation. 
Nous allons définir maintenant les autres modifications : 

- declvar(x) traduit la déclaration de la variable x E ID ; elle est définie par 

desl(x) = empil(des(x), 1, var) 

- declproc( j; ( x  : y )  y )  exprime la déclaration de la procédure j ' ~  ID de 
texte ( x  : y)  y E Pr 

des1( f )  = empil(des( j '), (x : y) 7 ,  proc) 

- - lib(x) formalise la suppression du sommet de la pile désignée par x 

- affect(x, v) exprime l'affectation de la valeur v E VA à la variable 
X E I D :  

des1(x) = empil(depil(des(x)), v ,  var) . 

Ceci revient à ne modifier que la valeur du sommet de la pile. 
En plus de ces modifications élémentaires, qui sont en fait des schémas de 

modifications élémentaires puisqu'elles dépendent de paramètres, nous sup- 
posons l'existence d'une fonction qui permet de définir la valeur d'une expres- 
sion pour un état de mémoire quelconque : 

Eval : EXP x d + V A .  

Une telle fonction est définie simplement par récurrence sur la complexité de 
l'expression; pas plus que EXP nous ne la précisons ici (voir exercice 4). 

Exercice 4 

Compléter la définition de la structure d'information de NAIN de manière 
à définir explicitement la fonction Eval précédente. On suppose que EXP 
est définie par : 

EXP = EXPE u EXPB (expressions entières et expressions logiques) 
EXPE = (EXPE)  + (EXPE)  u (EXPE)  - (EXPE)  u (EXPE)  x ( E X P E )  

u ID u E N T  ( E N T  représente les entiers) 
EXPB = { vrai, faux } u non (EXPB)  u ( E X P B )  - (EXPB)  u (EXPB)  

et (EXPB)  u (EXPE)  < (EXPE)  u (EXPE)  < ( E X P E )  - 
u ( E X P E )  = (EXPE)  . • 

La structure d'information de NAIN étant décrite nous pouvons maintenant 
définir l'interprète abstrait. 
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4 . 3  Interprète abstrait de NAIN  

a )  Etats de l'interprète 

Un état de l'interprète est un couple ( P 1 e ) où e est un état de mémoire et 
P un morceau de programme. Plus précisément et de manière intuitive P 
représente la suite des instructions qu'il reste encore à exécuter pour terminer 
l'interprétation du programme Po de départ. Nous verrons que P contient un 
certain nombre de ((marqueurs >) nécessaires à l'interprétation (voir b4), 
b5), b6) ci-dessous) et qu'il n'est pas en général un facteur droit de Po car 
certaines instructions peuvent être dupliquées pour exprimer l'interprétation 
des itérations (voir b3) ci-dessous). 

b) Transitions de l'interprète 

La fonction de transition Y de l'interprète abstrait associe à un état ( P 1 e ), 
pour lequel elle est définie, un nouvel état ( P' e' ) où P' est le morceau de 
programme restant à interpréter après exécution de la première instruction c/r de 
P et e' est l'état obtenu à partir de e en exécutant a. Cette fonction est une 
fonction partielle ; le fait qu'elle ne soit pas définie pour certains états permet de 
rendre compte d'erreurs d'exécution (division par 0, utilisation dans un calcul 
d'une variable non initialisée, etc.). 

Y est définie par récurrence sur la complexité d'un programme en utilisant 
les modifications élémentaires du langage. Dans la suite nous présentons cette 
définition sur un état de la forme ( a ; P 1 e ). 

b l )  Interprétation d'une aflectation 

( x  := e x p ;  P 1 e )  
soit v = Eval(exp, e )  ; 

# f g typesom(des(x)) = var 
( P 1 affect(x, v )  (e)  ) . 

Si la valeur de l'expression exp n'est pas définie, la pile associée à x est vide ou le 
type du sommet différent de var, Y n'est pas définie. L'état ( x := exp ; P 1 e ) 
est un état de non-satisfaction de l'automate ( 5  4.4). Une telle situation peut se 
présenter lors de l'interprétation des autres types d'instruction. 

Remarque : Le test typesom(des(x)) = var est inutile dans le cas de NAIN 
puisqu'il est indépendant d'une exécution particulière du programme (on dit 
qu'on peut l'effectuer statiquement ou encore, pour être plus technique, qu'on 
peut le faire à la compilation). Son introduction ici ne pose aucune difficulté 
particulière et permet de comprendre ce que l'on ferait dans le cas de langages 
admettant des types « dynamiques ». O 

b2) Interprétation d'une conditionnelle 

( g exp alors P l  sinon P2 fsi ; P 1 e ) 5 - - 
go& v = E a l ( e x p ,  e )  ; 

s i v  = v r a i W ( P 1 ;  P l e )  - 
s i v  = f a u x W ( P 2 ;  P e )  - 
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b3) Interprétation d'une itératiotz 

( tant que exp faire Pl fait ; P 1 e ) 5 - - 
soit v = Eval(exp, e) - 
si - v = vrai alors ( Pl ; tant que exp faire Pl  fait ; P 1 e ) - -- - - 
si v = f a u x & ( P I e ) .  - 

b4) Interprétation d'une déclaration de variable 

( -- début var x ; Pl - Jin P 1 e ) 5. ( Pl ; rest(x) Jin - ; P 1 declvar(x) (e)  ) . 

On exprime d'une part la modification de l'état de mémoire par la déclara- 
tion de la variable x et d'autre part on place en fin du bloc contenant cette 
déclaration un « marqueur )) rest(x) dont l'interprétation définira la restaura- 
tion de l'ancienne valeur de x à la sortie de ce bloc (voir b7)). 

b5) Interprétation d'une déclaration de constante 

Elle est analogue à celle des déclarations de variables mais elle tient compte 
en plus de l'évaluation du deuxième membre : 

( début cst x = exp ; Pl jîn P / e ) 5 -- 
soit v = E a l ( e x p ,  e) ; - 
si v f i alors ( Pl ; rest(x) Jin P ( declcst(x, v)  (e)  ) . - 

b6) Interprétation d'une déclaration de procédure 

( début proc f (x : y) y : P, Jin P 1 e ) 3 -- - 
( P,  ; rest( f )  Jin - P 1 - declproc(f, ( x  : y )  y )  (e)  ) . 

b7) Interprétation de lu restauration d'une variable 

La dernière (pseudo) instruction à exécuter avant la fin d'un bloc concerne la 
restauration de l'ancien sommet de la pile désignée par l'identificateur défini 
dans ce bloc. 

( rest(x) & P 1 e ) f ( P / - lib(x) ( e )  ) 

Remarque 

- 11 y a une déclaration unique par bloc donc une et une seule pseudo- 
instruction de restauration. 
- La pile désignée par x avant l'interprétation de rest(x) est nécessaire- 

ment différente de ni1 puisque rest(x) n'est introduit dans un bloc que si x 
est déclaré en tête de ce bloc (voir b4), b5) et b6). O 

b8) Interprétation d'un appel de procédure 

( f (exp : res) ; P 1 e ) 3 
soit x = entr(valsom(des( f ))) ; y = sort(valsom(des( f ))) ; - 

y = corps(valsom(des( f ))) ; 

( début est x = exp ; début var y ; y ; R := y fin ; res := F Jin P 1 e ) -- -- - - 



On crée deux blocs emboîtés ; dans le premier on définit la constante x à 
partir du paramètre effectif exp ; dans le plus interne on déclare la variable y 
puis on introduit le corps y de la procédure. Ensuite on affecte la valeur du 
paramètre y à une variable « standard )> î. Cette variable permet d'assurer l'in- 
dépendance entre le paramètre formel et le paramètre effectif de sortie : l'in- 
terprétation du bloc le plus interne se termine par celle de &(y) ce qui ferait 
perdre la valeur du résultat dans le cas où l'identificateur res serait identique à y 
et où on aurait res := y à la place de Y := y fiî ; res := Y. Ï est un identifica- 
teur « standard )) c'est-à-dire qu'il n'est pas déclaré dans un programme mais 
on le définit au niveau de l'état de mémoire initial (4 4.4). 

Remarquons que le mécanisme des piles permettant de retenir les objets 
successifs désignés par un identificateur il n'y a aucune difficulté à rendre 
compte des procédures récursives. L'interprétation de l'appel d'une telle pro- 
cédure consiste à faire se succéder autant de déclarations, de corps de procé- 
dures et d'affectations qu'il y a d'appels emboîtés. 

L'interprète abstrait étant défini on peut maintenant définir précisément la 
sémantique interprétative de NAIN. 

4 . 4  Sémantique interprétative de NAIN 

Un état de mémoire initial est un état dans lequel tous les identificateurs 
désignent la pile ni1 sauf : 

- l'identificateur standard Y qui désigne la pile ml, 
- un certain nombre d'identificateurs désignant des constantes et rendant 

compte des données, 
- un certain nombre d'identificateurs désignant des variables et rendant 

compte des résultats tels que= 

Le calcul de l'interprète abstrait associé au programme P e t  à un état mémoire 
initial e, est une suite d'états de l'interprète dont le premier est ( P / e, ) et 
telle que l'on passe d'un état au  suivant par application de Y. Le calcul Cal 
associé à P et e, peut être de l'un des 3 types suivants : 

i) Cal est réussi si son dernier état est de la forme ( A 1 e ) où A est le 
programme vide. Un tel état est un état de satisfaction pour l'interprète, 

ii) Cal est non réussi si son dernier état n'est pas de la forme précédente et 
si n'est pas défini sur lui (interprète bloqué), 

iii) Cal est infini s'il n'existe pas de dernier élément (suite infinie d'états de 
mémoire) (l'interprète ne termine pas). 

La fonction sémantique Yin, interprétative définie par l'interprète précédent 
est caractérisée par : Y i n , [ P ]  (e,) = Cal. 

Dans le cas où Cai est un calcul.réussi, les résultats du programme sont les 
valeurs des variables résultats dans le dernier état mémoire. 
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Exemple 1 : interprétation d'un programme NAIN. 
Considérons le programme P suivant 

début proc f (x : y)  y := x + 1 ; -- 
r---- 

début var x ; x := 1 ; f (x : x )  ; lrnpr := x jîn jîn -- 

(iG est un identificateur de résultat). 
Décrivons par la figure 11, la suite des états de l'interprète au cours de 

l'exécution de P en explicitant les états mémoire successifs. Pour simplifier les 
notations nous ne représentons pas le symbole « 5 )) entre chaque état mais 
nous mentionnons explicitement le type de la transition. Pour abréger la 
description il arrive que plusieurs transitions soient représentées simulta- 
nément. 

Enfin il est très clair que dans la schématisation des états de mémoire nous 
ne mentionnons que les identificateurs concernant ce programme. 

iat initial 

entrée dans le premier bloc et déclaration de procédure + 

entréc dans le deuxieme bloc et déclaration de la variable x + 
x := i . . . resr!x) Jin - resr( ,f) Jin - 

\ 

x f Y r cmpr -? 

h e s  
$es ks k e s  &es \ 

-1 ni1 ITiXT] 

1 



déclaration de variable y 4 

afectation de 1 à x C 

aflèctation y := x + 1 

f ( x  : x )  ; impr := .Y ; resi(x) 

fin - rest(f 1 fin - 

\ 

/ I r - 
!' impr 

x  f Y r impr - & e s  k e s  k e s  

I l l v a r  1 kx:y)y:=x+llprocl ni1 lllvar'j 

appel de procédure , t  x 

debut cst x = x  ; début var y  ; 

y : =  x + l ; i : =  y f i n ; , f j n ;  - - 
x := 

.̂  i. ; lmpr := x ; rest(x) 

\ 
fin r e s t ( f )  fin - - 

f Y r iMp; 

&es \ 
1 1  1 var 1 -4 ni1 1 ' 1  [ F I  

entrée dans un bloc et déclaration de constante C 
x f début var J ; Y r -- imp'; 

y : = x +  1 ;  k b e s  k e s  h e s  \ ï := y fin ; rest(x) j n  - - - -C- 
x := r ; lmpr := x ; 1-1 ni1 

res t (x)  fin rest( f) fin - - [ i p q  
t 
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affectation Y := y C 

f 
-? 

Y impr 

A !es k e s  k e s  -es &es ' 

7 

Figure 11 Exemple d'interprétation (le dernier état est un 6tat de satisfaction). 

res t (y)  j n  : res t (x)  & : - 
- --- x := r ; impr := .Y : 

rest(x) fin rest( f )  fin - - 

* Exercice 5 

-- 
Y f Y r impr 

e s  !es J,. k e s  ' 
~ l , ,  , 2 var m j  / 

Que devient l'interprétation de ce programme si la sémantique de l'appel de 
procédure est : 

( f ( exp  : re s ) ;  P 1 e )  5 
soit x = entr(valsom(des(f))) ; y = sort(valsom(des(f))) ; - 

y = corps(valsom(des(f))) 
( début cst x = e.xp ; début vav y : 7 : res := y fin Jin : P e ) . -- -- -- 

restauration de x et J f 
-7--- 

x := r ; impr := x ; 
rest(x) Jin resr( f )  fin - - 

Y f L' r inlpr 
- 

h e s  
k e s  b e s  k e s  k e s  ' 

I = l w 1 ' n i 1  EJ 
affectations à x puis a &@ + 
rest(x) fin - rest( f )  Jin - 

f Y &G ]Se k e s  &es k e s  &es 

lm I(Y:y)v:=x+ilI nii 
IyBT 

restauration de .u et f 4 



En déduire une condition syntaxique portant sur les appels de procédures pour 
que cette sémantique soit acceptable. 

Exercice 6 
Ecrire en NAIN une procédure fact calculant n ! puis interpréter un pro- 

gramme appelant fact (2). 

Exercice 7 

Préciser les adjonctions à l'interprète précédent permettant de rendre 
compte des instructions de saut. On pourra envisager successivement les deux 
cas suivants : 

a) Les sauts ne se font qu'à l'intérieur d'un même bloc. 
b) Les sauts se font à l'intérieur d'un même bloc ou vers un bloc plus externe. 

Que se passe-t-il si l'on ne tient pas compte de la structure du bloc pour les 
sauts ? 

5 SÉMANTIQUE CALCULATOIRE 

5.1 Introduction 

L'approche précédente, très liée à la machine, présente plusieurs incon- 
vénients : 
- Elle semble difficile à comprendre pour l'utilisateur principal du langage 

qu'est le programmeur. La description pas à pas de l'exécution d'un programme 
est très « locale » et fournit des détails bien souvent inutiles au programmeur. 
- Elle donne une définition très opérationnelle de la sémantique qui peut 

être utile pour imaginer ce que fait un programme existant mais d'un intérêt 
beaucoup moindre pour aider à concevoir un programme. 
- Si elle est utile pour la construction d'interprète, elle est éloignée des 

problèmes du constructeur de compilateur qui lui, souhaite prévoir à l'avance 
la gestion de la mémoire et l'enchaînement des instructions. 

La méthode que nous présentons ici [FIN, 761 utilise encore le concept de 
structure d'information pour formaliser la notion d'état de mémoire. Mais 
plutôt que de décrire ponctuellement et pas à pas l'action d'un programme, 
nous la définissons plus globalement en construisant l'ensemble des calculs 
qui lui sont associés. Cet ensemble est donc, ici, la valeur sémantique du 
programme considéré. Il en représente toutes les exécutions possibles. 

Un calcul est défini dans ce cadre non plus comme une suite d'états mais 
comme une suite de modifications élémentaires de la structure d'information 
associée au langage. 

Par exemple, au début de programme NAIN suivant : 

début var x ; début cst y = x + 1 ; x := x + 2 -- -- 
est associé le calcul : 

declvar(x) . declcst(y , Eval(x f 1)). affect(x, w ( x  + 2)) 

(en reprenant les notations du paragraphe 4). 
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Dans la suite nous commençons par préciser la notion de calcul avant de 
définir la sémantique calculatoire de NAIN. 

5 . 2  Notion de calcul 

u) Culculs et ensembles de calculs 

Intuitivement, un calcul est une suite d'exécution de phrases élémentaires. 
En utilisant le vocabulaire du paragraphe 4 : 

Un calcul d'un langage algorithmique est une suite finie ou non d'éléments de 
l'ensemble 4 des modifications élémentaires de la structure d'information 
associée au langage. 

Notons A* le monoïde libre sur Y&', 4" l'ensemble des calculs infinis et 
4" = A *  u A". La concaténation s'étend simplement à A" qui devient 
alors un monoïde. 

Remarque : Tout calcul fini C = R, .R, ... R, peut être interprété comme 
une modification n, o R,-, o ... o x, de la structure d'information en interpré- 
tant la concaténation comme la composition (dans l'ordre d'écriture) des 
modifications élémentaires, on assimilera par la suite ces deux notations. On 
peut ainsi obtenir une définition fonctionnelle d'un programme. Les calculs 
infinis ne sont pas interprétés. 

Si la concaténation de A" permet d'exprimer l'exécution des phrases 
séquentielles il faut pouvoir rendre compte de l'exécution des phrases condi- 
tionnelles ou itératives qui admettent plusieurs élaborations possibles selon la 
valeur des données. A de telles phrases on associe donc un ensemble de calculs. 

O 
Exemple 2 
A l'instruction 

s i x  3 O alors .y := x sinon y := - x fsi - - - - 
est associé l'ensemble de calculs 

éga(Eval(x 3 O), vrai). affect(y, x) ) { -  - 
u { diff(Eval(x 3 O), vrai).affect(y, - x) } (*) 

où éga(u, v) (resp. difî(u, v)) est la modification élémentaire restriction de 
l7ap3cation identique à l'ensemble des états de mémoire pour lesquels u est 
égal à v (resp. u différent de v). 

Plus précisément on définit ces deux modifications par : 

- 
e si u = v est vérifié dans l'état e 

éga(u, v) (e) = 51 sinon 

ditT(u, v) (e) = e si u # v est vérifié dans l'état e - 51 sinon 

(*) Dans la suite, pour simplifier les notations, nous omettons les accolades et 
confondons ainsi l'ensemble de calculs réduit à un élément avec cet élément. 



où !2 est un état mémoire particulier, l'état « indéfini », caractérisé par le fait 
que m(Q) = !2 pour toute modification élémentaire m. O 

Plus généralement un ensemble de calculs est un élément de l'ensemble 
Y(& ") des parties de A ". Tous les ensembles de calculs sont ici construits à 
partir de modifications élémentaires par application de deux lois de composi- 
tion internes dans Y ( A E )  : 

La concaténation « . » qui est l'extension naturelle de celle de 4" 
définie par : C, .C ,  = { M . $  1 M E C , ,  $ E C , )  pour C , , C , E  Y(&"). 

La réunion ensembliste « u ». 

b) Système de calculs associé à unephrase 

L'ensemble de calculs associé à une phrase composée dépend de ceux qui 
sont associés aux phrases qui la composent. Il peut donc être défini par un 
système d'égalités. Par exemple à l'instruction suivante P de NAIN : 

si - exp alors P l  sinon P z  fsi - - -  
est associé le système &(P) 

P = - éga(Eval(exp), vrai) .P, u - éga(Eval(exp), faux) .P, 

4 P l )  

4 P Z >  . 

Il est formé d'une part d'une équation liant l'inconnue P associée à P aux 
inconnues associées aux phrases composantes directes de P et d'autre part 
des systèmes associés à chacune des phrases P l  et P,. 

De même, pour définir l'ensemble P de calculs associé à une itération 
P : tant que exp faire E fait - -  
on introduit l'équation : 

P = - éga(Eval(exp), vrai). E . P u - éga(Eval(exp), faux) 

qui traduit l'équivalence : 

Ainsi, pour une phrase P de la forme précédente, & ( P )  est un système à point 
fixe sur l'ensemble .9 ( A  ") des calculs qui, muni de l'inclusion ensembliste, 
est un ensemble ordonné inductif (en fait il s'agit d'un treillis, voir le para- 
graphe 3 du chapitre 2). 

Plus généralement, à toute phrase P et en particulier à tout programme de 
NAIN est associé un système à point fixe (appelé système de calculs) d ( P )  
sur Y(& ") de la forme : 

- - - 
P = f (P, ,  P z ,  ..., P,) 

&(P)  : { -  
&(Pi) i = 1, 2,  ..., k 

où les Pi sont des composantes de la phrase P.  
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La fonction f est la composée des fonctions (< de base >> concaténation et 
réunion qui sont continues dans Y ( A X )  muni de l'inclusion (exercice 8). 

Le théorème du point fixe vu au chapitre 2 peut s'appliquer ici, et on peut 
affirmer l'existence d'une solution minimale. La composante relative à P 
dans cette solution minimale, est l'ensemble de calculs qui est la valeur séman- 
tique de P .  

Exercice 8 

On considère les fonctions u et c de ( 8 ( &  X))2 dans Y ( A  *) définis par : 

u(A,B) = A u  Betc(A,B) = A.B.  

Montrer que ces fonctions sont continues au sens du chapitre 2 de ( 8 ( A  "))' 
dans 8 ( A X ) .  O 

Précisons maintenant les systèmes de calculs associés aux différentes cons- 
tructions de NAIN. 

5.3 Système de calculs associé à une phrase de NAIN 

1) Afectation 

Soit P l'affectation x := exp. 

d ( P )  : P = - diff(Eval(exp), 1). y éga(typesom(des(x)), var). affect(x, Eval(exp)) 

2) Conditionnelle 

Soit P la conditionnelle si - exp alors Pl sinon Pz fsi - - 

i 
P = - éga(Eval(exp), vrai). P, u - éga(Eval(exp), faux). P, 

: 4 P l )  

d (P2)  . 
Remarquons que si Eval (exp) = I est vérifié dans un état de mémoire e ,  

l'application à e du calcul associé à P conduit à 52 puisque ni Eval(exp) = vrai 
ni Eval(exp) = faux ne sont vérifiées. 

3) Itération 

Soit P l'itération tant que exp faire Pl frtit. 

d ( P )  : { P = &(Eval(exp), vrai) . P ~ .  P u &(Eval(exp), faux) 

-Qf(Pl> . 
Exercice 9 
Expliciter le plus petit point fixe de l'équation associée à une itération. Cl 

4) Déclaration de variable 

Soit D la déclaration x 



5) Déclaration de constante 

Soit D la déclaration x = exp 

6) Déclaration de procédure 

Soit D la déclaration proc f (x : y)  y 

7) Bloc 
Soit P le bloc début D ; Pl fin et notons x l'identificateur défini par la décla- 

ration D (va r i ab l cns t an t e  oÜprocédure) 

On traduit ainsi l'exécution du corps du bloc suivie de la restauration de l'an- 
cien sommet de la pile désignée par x. 

8) Appel de procédure 

Soit P l'appel de procédure f (exp : res). Le corps de la procédure désignée 
par f au moment de l'appel est une phrase à laquelle est associé un ensemble 
de calculs. Cet ensemble de calculs est défini lors de la déclaration de procédure 
(cf. 6) ci-dessus). 

La sémantique de l'appel consiste alors essentiellement à introduire cet 
ensemble de calculs en associant les paramètres effectifs aux paramètres formels 
correspondants. 

Plus précisément si l'on convient que 

cc représente l'identificateur entr(valsom(des( f ))) 
p représente l'identificateur sort(valsom(des( f ))) 

y représente le corps de procédure corps(valsom(des( f ))) 

l'ensemble de calculs associé à P est défini par 

Le lecteur notera l'introduction de l'identificateur standard Y permettant, 
comme dans le cas de la sémantique interprétative, d'éviter les « collisions >) 

entre les paramètres effectifs et les paramètres formels. 

Exercice 10 
En supposant que les identificateurs de procédure sont tous différents dans 

un même programme, simplifier la définition précédente de d ( P ) .  O 
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9) Sequence 

Dans le cas d'une définition interprétative (4 4.3)  on caractérisait l'exécution 
d'un morceau de programme en mettant en évidence la première instruction à 
exécuter dans ce morceau ; l'enchaînement séquentiel des diverses instructions 
en résultait immédiatement. Au contraire, la définition que nous présentons 
ici caractérise chaque type de phrase indépendamment de ce qui la suit, il est 
donc nécessaire de définir l'enchaînement séquentiel. 

Soit P la phrase Pl ; P2 alors 

L'associativité de la concaténation étend cette définition au cas d'une séquence 
de longueur quelconque. 

5.4 Sémantique calculatoire de NAIN 

Soit P un programme NAIN. Le système de calculs qui lui est associé est de la 
forme : 

P = f,(P,, Pz, ..., P,) 
1 = f1(Pl,, P ~ ,  ..., P,) 

- - 
pk = fk(P1, P2, . . . , P,) . 

La sémantique calculatoire de P, notée Y,,,[P] est la composante relative à 
P de la solution minimale du système à point fixe d ( P ) .  On peut encore 
caractériser l'exécution de P pour un état mémoire initial e, (5 4.4) en précisant 
que : 

i) S'il existe un calcul fini C E Yca,[P] tel que C(e,) soit différent de SZ 
on dit que l'exécution du programme P se termine pour e, dans l'état Cie,). Les 
résultats de cette exécution sont exprimés dans C(e,). 

ii) Si pour tout calcul fini ou non C E Ycal[P] on peut extraire un calcul fini 
Cl  tel que Cl(eo) = SZ l'exécution du programme avorte pour e,. 

iii) S'il existe un calcul infini C E YCal[P] tel que pour tout calcul fini Cl  
facteur gauche de C on ait C1(eo) # R l'exécution du programme boucle 
pour e,. 

Notons que la définition de Yc,, autorise non seulement la récursivité 
simple mais également la récursivité croisée (qui est interdite par la syntaxe 
de NAIN puisqu'un bloc ne peut contenir qu'une seule déclaration). 

Exemple 3 : système de calculs associé à un programme NAIN. 
Reprenons le programme P : 

début proc f (x : y) y := x + 1 ; -- 
A 

début vur x ; x := 1 ; f (x : x) ; impr := x jïn jïn -- -- 



et posons 
Pl  : proc f (x : y) y := x + 1 
^u' : y : = x +  1 

P ,  : début var x ; x := 1 ; f (x : x) ; %@ := x Jin -- 
P ,  : x := 1 
P4 : f (x : x) - P ,  : zmpv := x . 

Alors 
1 P = P l  .P,.liJ( f )  - 

Pl  = declproc(f, (x : y )  y := x + 1) 

y = - diff(Eval(x + 1 ), 1). - éga(typesom(des(y)), var). 
-(y, Eval(x + 1)) 

P, = declvar (x) .P, .p4 .P, .liJ(x) 
P, = diff(Eval(l), 1). - éga(typesom(des(x)), var). 

affect(x, Eval(1)) 

p4 = @(Eval(x), 1). declcst(a, Eval(x)) . declvar(j) . Y . 
affect(?, P )  .lib(P) .affect(x, I) .@(a) 

, P, = - diff(Eval(x), 1). - éga(typesom(des(&&), var). 

en utilisant les notations a, P (4 5.3.8)) pour exprimer l'appel f (x : x). 
La valeur sémantique du programme P  est ainsi réduite au calcul suivant : 

dans lequel P, est le calcul : 

P, = diJ'(Eval(x), 1). declcst(a, Eval(x)) . declvar(P). 

éga(./, - y := x + 1) .diff(Eval(x - + l) ,  1). - éga(typesom(des(y)), var). 
-(y, Eval(x + 1)) .&(P) .affect(x, î.) .i&(sc) . 

On peut alors comparer la suite d'états mémoire définie par ce calcul a celle 
décrite par la sémantique interprétative. Intuitivement, on souhaite dire que les 
deux définitions de la sémantique de ce programme sont équivalentes en un 
certain sens. Plus généralement le lecteur est invité à comparer les définitions i) 
ii) et iii) ci-dessus aux définitions analogues du paragraphe 4 .4 .  Une telle 
comparaison est esquissée au paragraphe 8. 

Exercice 11 

a) Ecrire le système de calculs associé a l'appel de la procédure factorielle 
(on supposera qu'il n'y a qu'une seule procédure définie dans le programme où 
apparaît cette déclaration). 

b) Quel est le calcul provoqué par l'appel de cette procédure pour n = 3 ? 
Même question pour n quelconque. O 
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Remurques 

1) L'utilisation de piles pour rendre compte des itérations et des procédures 
récursives peut être évitée en introduisant une nouvelle fonction de base T de 
?(A %) dans lui-même qui a pour rôle de transformer tout identificateur local 
(au corps d'une itération ou d'une procédure récursive) en un nouvel identifica- 
teur. Cette technique permet un allégement de la structure d'information asso- 
ciée au langage. 

2) Comme dans le cas de la méthode interprétative, la fonction Eval n'a pas 
été précisée. On pourrait la définir de la manière indiquée à l'exercice 4 ; Eval 
devient alors une fonction d'accès de EXP dans VA. Pour permettre d'exprimer 
plus spécifiquement les propriétés caractérisant les différents accès et pour 
définir précisément les modifications élémentaires il est agréable de se placer 
dans un cadre plus formel : les fonctions d'accès sont remplacées par des 
symboles fonctionnels, les compositions étant représentées par des schémas 
fonctionnels. Les diverses propriétés des accès, et en particulier les égalités 
entre accès, sont exprimées sous forme de théorèmes portant sur les schémas 
fonctionnels dans un certain système formel caractérisant la structure d'infor- 
mation du langage. Ceci permet en particulier d'introduire les phrases du 
langage pivot dans la structure d'information sous forme de schémas fonction- 
nels (rôle que jouent un peu les accès entr, sort, corps précédents). On peut alors 
rendre compte de langages pour lesquels une phrase peut à la fois décrire des 
traitements et fournir une valeur. 

6 SÉMANTIQUE FONCTIONNELLE OU DÉNOTATIONNELLE 

Si l'on admet qu'un programme est une spécification de calculs, alors la 
méthode calculatoire est probablement la plus claire et la plus précise. Elle 
parait certainement la mieux adaptée à la description d'un compilateur. Mais 
si l'on considère qu'un programme définit une fonction, on peut essayer de 
définir directement celle-ci ; il est probable qu'en se plaçant sur ce terrain, on 
peut s'éloigner de façon appréciable d'une hypothétique implantation, c'est ce 
que cherche à faire la méthode fonctionnelle qui va être exposée. Ainsi ce 
paragraphe a deux objectifs : 
- D'une part, il tend à présenter une sémantique directe ou standard, 

c'est-à-dire une sémantique qui se place le plus loin possible d'une implantation 
du langage de programmation sur une machine fictive ou réelle. En effet, nous 
allons tenter d'associer directement au texte ou à une partie du texte d'un 
programme la fonction décrite par ce programme. 
- D'autre part, il vise à initier le lecteur aux outils et aux concepts mathéma- 

tiques de ce que divers auteurs appellent sémantique mathématique ou dénota- 
tionnelle ; elle est mathématique, parce que l'image du programme est une 
fonction mathématique définie sur des ensembles mathématiquement struc- 
turés, des treillis ; elle est dénotationnelle, parce que la signification qu'elle 
associe à chaque notation (un programme, une notation d'entier) est appelée 
sa dénotation (c'est une fonction, un entier). 



Chapitre 5 

Avant de donner la sémantique des instructions d'un programme, nous 
allons expliciter la sémantique des expressions et avant tout celle des entiers. 

6 . 1  Sémantique des entiers 

Habituellement, si l'on pense à un entier, on prend bien garde de distinguer 
d'une part son expression dans une numération donnée et un système de 
conventions donné qui est une suite de chiffres et de symboles et d'autre part 
le nombre qui lui est associé qui est une entité mathématique. .- -- 

Soit N l'ensemble constitué des entiers notés n et d'un élément indéfini noté 
1, ; N est ordonné au sens du chapitre 2 (voir figure 12); cette structure 
permet de tenir compte d'erreurs dans le calcul comme la division par zéro, 
de plus elle se révèle très utile lors de l'utilisation du point fixe qui définit la 
fonction calculée par une expression récursive. 

I 

Figure 12 Le domaine des entiers. 

La valeur sémantique V[n] d'une notation n d'entier est donc un élément 
de N. On peut avoirs diverses notations pour le même entier, ainsi on pourrait 
écrire : 

.Y- [IO61 = V [ l .  06 E + 21 = Y[1101010 B ]  
= V[CVI] = Vucent six] = 106 

suivant que l'on note cet entier en format décimal fixe ou flottant, en binaire, 
en caractères romains, en français (NAIN n'emploie que la première notation). 

6 . 2  Sémantique des expressions 

a) Introduction 

Dans un langage de programmation, la sémantique d'une expression arith- 
métique fait correspondre un entier à un élément syntaxique notant une 
expression et décrit ici par exp. La (( valeur )) de l'expression dépend des valeurs 
associées aux identificateurs là où l'expression est évaluée. Cette dépendance 
peut se faire de deux manières, la première est directe, c'est le cas où l'identifi- 
cateur est déclaré comme une constante, la deuxième est indirecte c'est le cas 
où l'identificateur est déclaré comme une variable : à l'identificateur, on associe 
d'abord une place en mémoire, puis à la place en mémoire on associe une 
valeur. 
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Par conséquent, nous avons besoin de définir deux domaines importants. 
- L'environnement e est une fonction qui à un identificateur associe soit 

une valeur (cas d'une constante) soit une place en mémoire (cas d'une variable) 
soit une fonction (cas d'une procédure), ainsi le domaine des environnements 
est noté Env, celui des places Pl, celui des procédures Pr, celui des identifica- 
teurs Id : nous écrivons : 

Env = Id -+ (Va @ Pl @ Pr) 

@ est la fonction qui fait la réunion disjointe de deux domaines ordonnés 
en confondant les éléments indéfinis. 

Les domaines que nous notons Va, Id et Pr  sont déduits respectivement 
des ensembles VA, ID et PR ( 5  4.2a)) en leurs adjoignant un élément moins 
défini puis en les munissant d'une relation d'ordre. 
- Le contenu mémoire m est une fonction qui à une place p fait corres- 

pondre la valeur contenue en p. Remarquons que la valeur valsom(des(x)) 
définie au paragraphe 4 .2  coïncide avec e(x) si x est une constante et avec 
m(e(x)) si x est une variable. 

Nous avons besoin par la suite de plusieurs fonctions définies à partir de 
domaines D, D l ,  ..., D,, ... quelconques. B est le domaine ordonné (vrai, 
faux, 1,) . 
- La fonction d ... alors ... s , s  . .. &ide B x D x D vers D : d b alors d 

d' prend la valeur d si b est vrai, la valeur d' si b est faux et la valeur 1, 
si b est 1,. 

On utilise plus généralement la fonction cas quand il y a plus de deux possi- 
bilités. 
- La fonction ED i, notée de manière post-fixée, de Dl @ . .. @ D, vers B ; 

à d elle associe vrai si d est dans D,, faux si d n'est pas dans D, et 1, si d est indé- 
fini. 

Remarque : La sémantique se définit par de multiples compositions de 
fonctions ; l'écriture devient très lourde si on laisse les parenthèses dans ces 
compositions, aussi dans la suite nous ne maintiendrons les parenthèses que 
dans les cas où elles aident à la compréhension. 

b) Déjînition 

Soit Exp le domaine des expressions, la sémantique d'une expression exp 
est la valeur d'une fonction 6 en exp ; &(exp) associe à chaque environnement 
une fonction des contenus-mémoire vers les valeurs, ainsi 6 est un élément 
du domaine : 

Exp -+ (Env -+ (Mem + Va)) . 

Dans le cas d'un telle disposition des parenthèses nous écrirons plus sim- 
plement : 

Exp + Env + Mem + Va.  

Notons que nous aurions pu dire que 6 fait correspondre à l'expression exp, 
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à un environnement et à un contenu, une valeur ; autrement dit que G appar- 
tient au domaine : 

(Exp @ Env @ Mem) + Va 

où @ désigne le produit cartésien. 
En fait ces domaines sont isomorphes et nous les confondons par la suite. 
8 est définie par cas : 

- Cas où le contenu est LM,, 

La sémantique de l'expression exp est alors indéfinie. 

- Cas où l'expression est la notation d'un entier 

8 In] em = Y In] . 

La sémantique est la valeur de cette notation d'entier, elle est indépendante 
de tout environnement et de tout contenu. 

- Cas où l'expression est réduite a un identificateur : 

6 [id] em = cas elid] E Va alors eiid] ; 
e[id] E Pl alors me[id] ; 

efid] E Pr alors IV, 
fcas - 

On a considéré trois cas suivant que ehidj appartient à Va, à Pl, à Pr, les 
valeurs associées sont alors e[id], me[id] et IV, respectivement; la valeur 
lva dans le cas d'un identificateur de procédure correspond au fait qu'on ne 
peut pas attribuer un sens à un identificateur de procédure figurant dans une 
expression. 

- Cas où l'expression est structurée (exemple de +) 

6 . 3  Une première sémantique des instructions 

Définir la sémantique des instructions c'est définir une fonction Y du 
domaine des instructions vers celui des fonctions des environnements vers 
les transformations d'états. Y appartient donc au domaine 

Inst + Env + Mem + Mem 

ou encore au domaine 

(Inst @ Env @ Mem) + Mem.  

Par conséquent, la forme générale d'une définition sémantique d'instruction 
est Yli] em = mi. 
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a )  Sémantique de I'afSectation 

Si l'affectation est de la forme x := exp,  la sémantique de l'affectation dans 
l'environnement e est la transformation du contenu mémoire consistant à 
mettre à la place de e [ x ]  la valeur de exp 

Y [ x  := exp] em = - si e [ x ]  &Pl - alors m [ e  [ X I ]  18 [lexp] em] . 

S- LM,, fd . 
Notons ici que m [ x / y ]  désigne la fonction qui à x associe y et à z différent 

de x associe m ( z ) ;  on doit rapprocher cette substitution qui transforme la 
fonction m ou contenu mémoire, de la modification de la structure d'informa- 
tion affect(x, v) définie au paragraphe 4.2b). 

b) Sémantique d'une déclaration de variable 

La sémantique d'un bloc commençant par une déclaration de x a pour 
effet d'appliquer le reste du bloc à l'environnement modifié en associant à 
x une place non allouée donnée par a(e) 

 début -- var x ;  P j 7  em = Y [[Pl  [e[x /ae]  m l  . 

Nous ne précisons pas ici comment trouver une place non allouée, une solution 
consiste à ordonner l'ensemble des places et a connaître à tout moment la 
première place non allouée. 

Notons, pour le lecteur habitué à penser en termes d'exécution, qu'il n'y a pas 
« libération >) de la place occupée à la fin du bloc, cela s'explique par la séman- 
tique donnée pour la composition séquentielle. 

c) Sémantique de la composition séquentielle 

Y [ P  ; Q ]  e m  = Y [ Q ]  e Y [ P ]  e m  

On applique Y [Q ] au même environnement que Y [ P l ,  ainsi, on ne 
tient pas compte des déclarations faites dans les blocs intérieurs à P mais 
seulement de l'environnement tel qu'il est avant l'élaboration de P. 

d )  Sémantique de la conditionnelle 

Y [si - exp alors P sinon Q fsla e m  - -  
= s j b [ [ e x p ]  e m - Y [ P ]  e m - Y [ Q ]  e m - .  

e )  Sémantique de l'itération 

Notant p(F) le plus petit point fixe d'une fonction continue F (voir chapitre 2, 
5 2.2) nous poserons : 

Y [tant que exp faire P azt em = - 
y(hf  : [ M e m  + Mem]  { si - 8 [exp] em alors Y [ P ]  e f (m)  sinon m &i )) . 

La sémantique d'une itération, appliquée à un environnement e est le plus 
petit point fixe d'une certaine fonctionnelle indiquée entre les parenthèses. 
Notons que cette définition est faite par induction sur la structure du pro- 
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gramme, c'est-à-dire qu'elle ne fait appel qu'à la sémantique d'éléments plus 
simples du texte, ici ces éléments sont exp et P ; ceci peut permettre de faire des 
raisonnements par induction sur le texte du programme qu'une définition 
circulaire du genre suivant n'aurait pas permis : 

Y [tant que exp - -  faire P fait] em 

= si 8 [expl] em alors Y [i  ; tant que exp - -  faire P fait] em 

sinon em . 
En effet cette dernière définition accroît la complexité du texte ; dans ce cas, 
une preuve doit s'appuyer sur la longueur (si elle existe !) des calculs, elle est 
alors plus complexe. On est en droit de se demander si une telle définition 
circulaire est une véritable définition, en effet n'aurait-on pas repoussé au 
niveau de la fonction Y les problèmes posés par la récursivité ? 

Exercice 12 

Quelle est la sémantique de l'instruction vide ? 

f )  Sémantique d'une déclaration de constante 

Ce n'est guère plus difficile qu'une déclaration de variable ; on applique la 
sémantique Y [PI] du corps du bloc à l'environnement modifié par E [expl 
en x ; 

Y [début -- est x = exp ; P - Jin] em = Y [ P l  e [ x / 8  [exp] em] m . 
g) Sémantique des procédures 

Nous devons envisager ici la déclaration et l'appel. 

- La déclaration de f a pour effet de calculer comme un plus petit point 
fixe la fonction associée à f et de placer cette fonction dans l'environnement, 
contrairement aux paragraphes 4 et 5 dans lesquels on stockait le texte de la 
procédure. 

- L'appel f (exp : y)  a pour effet d'appliquer à E [[exp] la fonction 
e[  - f ]  - qui se trouve dans l'environnement e et de ranger le résultat à la place 

ellvil 
Examinons d'abord la signification d'un appel 

Y [ f ( e x p  : y ) ]  em = g { e [ f ]  c P r e J e [ ~ ]  & P l )  

aiors m [ e [ y ] I e [ f  1 (8 [expl em)l 
sinon LM,, M. 

La signification d'une déclaration est : 

Y [début proc f ( x  : y)  Q ; P Jin] - em = Y [ P ]  e' m 
avec 

e' = e[ f l y (hg  : V a  + V a  hv {(Y [QI  et' I,,,) e U [ y ] ) ) ]  

dans lequel et' signifie : 
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Intuitivement, déclarer la procédure f (x : y) consiste à 
i) expliciter le plus petit point fixe de l'équation 

Y = h ü  ( 9 [QI et' l m ,  1 
ou e" est un nouvel environnement déduit de l'environnement e dans lequel la 
valeur du paramètre effectif v est associée a la constante x et la variable y 
est initialisée, 

ii) créer un nouvel environnement et déduit de e dans lequel on associe à f 
ce plus petit point fixe. 

La valeur finale trouvée dans l'emplacement associé à y sera transmise au 
paramètre effectif correspondant. On peut donc associer a f (x : y) une 
fonction g : Va + Va définie comme un plus petit point fixe. 

Notons que ces définitions autorisent une procédure a être récursive, a 
utiliser une procédure ou une constante précédemment définie de nom différent 
de f et autorisent une déclaration de procédure a figurer en tête de bloc ; mais 
elles n'autorisent pas la récursivité croisée et les variables globales dans les 
procédures. 

Exercice 13 

Indiquer ce qui dans la définition régit ces différentes autorisations ou 
interdictions. O 

6 . 4  Une autre approche de la sémantique des instructions : les continuations 

Si l'on veut autoriser les branchements dans un programme, notamment les branche- 
ments au-delà du point où l'on se trouve et si l'on veut en rendre compte en sémantique 
fonctionnelle, il faut que la signification d'un composant de programme ne dépende pas 
seulement de ce qui « s'est passé )) avant et qui apparaît dans l'environnement, elle doit 
aussi prévoir ce qui se « passera )) après ce morceau de programme. C'est-à-dire qu'on 
doit envisager les continuations de morceau de programme et considérer que la séman- 
tique d'un morceau de programme est une modification, définie à partir d'un environne- 
ment donné, des continuations possibles d'un programme. Partant des dernières 
instructions on arrive de modifications en modifications, à définir la sémantique du 
programme entier. 

Maintenant il nous reste à donner un sens à ce qu'est une continuation d'un pro- 
gramme ; c'est une fonction c qui à un état mémoire s (l'état de la mémoire où l'on se 
trouve) associe un état mémoire s, (l'état final correspondant à l'état s pour la conti- 
nuation c considérée). Ainsi le domaine Cont des continuations est défini par : 

Cont = Mem + Mem 

Nous n'allons examiner ici que deux constructions, le lecteur trouvera à la fin de ce 
sous-chapitre la définition complète de la nouvelle sémantique %? ainsi définie. V appar- 
tient à 

Inst + Env -+ Cont + Mem + Mem = Inst -+ Env + Cont + Cont 

a) Sémantique de la composition séquentiellepar les continuations 

V [ P ;  Q I  ecm = %?[Pl e(%'[Q] ec) m .  



On remarque que la composition des fonctions ne se fait pas dans le même ordre 
que lors de la définition de Y ( 5  6 . 3 ~ ) .  En effet, on définit d'abord la continuation 
(% [Q 4 ec) et on y applique %[Pl e. 

b) Sémantique des branchements 

Etendons la syntaxe de NAIN par une instruction de saut notée aller a. La syntaxe - 
est modifiée ; DECL est remplacé par DECL' ( 5  3) : 

DECL' = DECL u eti ID : BLOC - 

et on ajoute le type d'instruction aller a ID aux instructions. 
Intuitivement cela signifie qu'en tête d'un bloc B on déclare un bloc B' étiqueté (qui 

traite une erreur par exemple) auquel on peut se brancher par un aller a situé dans B ; - 
une fois ce bloc B' exécuté on sort du bloc principal B. Le domaine des environnements 
est modifié ainsi : 

Env' = Id + [Pr @ Va @ Pl @ Eti] 

Eti = Cont . 
La sémantique de la déclaration d'étiquette est définie ainsi : 

%'[[début -- eti x : B' ; P j d  ec = %'[[Pl e [ x /%[[B f ]  ec] c . 
On modifie l'environnement en x pour y placer une continuation. 

La sémantique du branchement est définie ainsi : 

%[aller - a x] ec = si - eux] E Eti - alors e[[xJ sinon - l,,, fsi - . 
La valeur par %? de l'instruction aller a x est la continuation qui se trouve en x .  
Notons que % [aller a x ; P] = % P r  a X I .  - - 

6 . 5  Sémantique des programmes 

Nous choisissons de définir la sémantique d'un programme comme une 
fonction qui à des données et une suite d'identificateurs notant les résultats 
associe les valeurs des résultats correspondant à ces identificateurs. 

Posons : Don = [Id x Val*. 
La fonction sémantique est la fonction 

cY,,,,, : P + (Don @ Id*) + Va::' 

inenv : [Don O Id"] I Env est une fonction qui initialise l'environnement 
en allouant des places aux différents identificateurs de la donnée et ensuite 
en allouant des places aux identificateurs qui apparaissent dans les résultats 
mais pas dans les données. 
inmem : Don -t Mem est une fonction qui remplit les places allouées par 

inenv par les valeurs associées aux identificateurs dans la donnée. 
res : [Env @ Mem @ Id" I Val* est une fonction qui à un environne- 

ment, un contenu mémoire et une liste d'identificateurs fait corres- 
pondre la liste des résultats associés à ces identificateurs. 

Nous ne donnons pas la définition formelle de inenv, inmem et res. On a alors 

iPfo,,,[P] dyj* = res { inenv dy* } { 9 [P] (inenv d ~ : ~ )  (inmem d) ) y:> 
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Id identificateurs 

Env = Id -+ [Va @ Pl  @ Pr] environnement 

Mem = P l  -+ Va contenu mémoire 

Va = N @ B  valeurs de base 

Pr = Va + Va procédures 

Inst = [Id @ Exp] affectation 

@ [Inst @ Inst] composition 

@ [Exp @ Inst @ Inst] conditionnelle 

@ [Exp @ Inst] itération 

@ [Id 8 Exp 8 Id] appel de procédure 

@ [Id Q Inst] déclaration de variable 

@ [Id @ Exp Q Inst] déclaration de constante 

@ [Id @ Id @ Id @ Inst 8 Inst] déclaration de procédure 

Figure 13 Domaines sémantiques et syntaxiques pour Y 

Inst' = Inst @ (Id 8 Inst 8 Inst) déclaration d'étiquette 

@ Id branchement 

' Cont = Mem + Mem continuations 

Figure 14 Domaines sémantiques et syntaxiques pour V. 

LIVERCY - ThCorie des progromniri 



Y [ x  := exp] em = - si eux] E PI alors m [ e l x ] ,  ( 8 Iexp l  em ) ]  - 
sinon LM,, fsi - - 

Y [g exp alors P sinon Q fsi] em - - -  
= si 8 [exp] em alors Y [ P ]  em sinon Y [ Q ]  em fsi - - - - 

Y [tant que exp faire P fait] em - - -  
= p(hf : [Mem + M e n ~ ] {  si - & [exp] em alors - Y [ P ]  e fm sinon m fsi )) - - 

Y [ f ( e x p  : y ) ]  em = s i { e [ f ]  ~ P r g e U ~ ]  & P l )  
,i,,, m [ e [ v ] / e [ f  ] (&[expli 4 1  
sinon LM,, fsi - - 

Y e t  var x ; P fin] em = Y [ P ]  e[x/ae] m - - 
Y [début cst x = exp ; P fin] em = Y [PI e [x /8  [exp] em] m -- 
Y [début p r o ~  f ( x  : y)  B ; P f i n ]  em = Y [Pl] e' m -- - 

où 
e' = e[f lp(hg : [Va + Va].hv { ( Y [ i B ]  en LM,,) e l ' [ y ]  } ) ]  

où 
e" = e[flgl [xivl [vlael . 

Figure 15 Définition de la fonction sémantique Y .  

V [ x  : exp] ecm = si e [ x ]  E Pl alors cm[e[x] /d iexp]  em] sinon LM,, 5 
W l P ,  Q j  ecm = W ~ P ]  e ( % ? [ ~ m m  

- 

W [ S Z  exp alors P sznon Q fsz] ecm = - - - -  
si 8 [ e x ~ ]  em alors %? !Pl  ecm sinon W E Q  1 ecm fsi - - - - 

W itant que exp falre P falt] e = - - 
p ( h f 7 c o n t  + Cont] { hc. hs si & [;exp] em alors % [ P I  e f (c)  m 

sinon cm fsi })  - 
- 

-- - 
W J  f (exp cp): ecm = fi { e i j d  E Pr A e[ly] E Pl } alors c(m[e?j]  e l i j l  ~ L e x p ]  em)  

sinon LM,, fsi - - 

%[début est x = exp ; P fin] ecm = W [ P l  e [ x / 8  {expl em] cm -- - 
W[début -- var x ; P fin] - ecm = W f P ]  e[x/ae] cm[ae/l,,] 
W[débutproc f ( x  : y )  B ; P ]  ecm = W [ P ]  e' cm -- 
où 

e' = e[ f/p(hg[Va -t Va]  hv : Va({  IB]  eU(hm. m )  LM,, } e"[y l ) ) ]  

et où 
e" = e[flgl [xlvl [y/aeI 
Wudébut -- eti x : B'  ; P fi? ec = V [ P ]  e [ x / V [ B 1 ]  ec] c 

% ealler - a x ]  ec = e [x ]  E Eti alors e[xl] sinon - LM,, fsi - 

Figure 16 Définition de la sémantique de W. 
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6.6 Etude d'un exemple 

Nous allons reprendre ici l'exemple déjà étudié aux paragraphes 4 et 5 .  
-(-- 

Nous supposerons que l'environnement e vérifie e[lmpr] = po 

Y [début -- proc f ( x  : y) y := x + l ; -- début var x ; x := 1 ; f ( x  : x) , =:= xJ inJ i j i  - e m .  

Comme la fonction ht.t + 1 est la sémantique de la procédure f on peut 
écrire : 

0 Y [début -- var x ; x := 1 ; f ( x  : x )  ; zmpr := x - Jin] e[f lht .  t + l ]  .m 

soit en posant p l  = ae = ae[ f / i t . t  + 11 - 
= Y [ x  := 1 : f ( x  : x )  ; inzpr := x ]  e[flht .t + 11 [x lp l]  m - 
= Y [ f ( x  : x )  : impr := xJ e[flht.t  + 11 [xlp,] m[e[ j,i,t.t + 11 [x/pi]  hxill] 

ce qui se simplifie en 

= Y [ f ( x  : x )  ; impr := x]  e[f lht .  t + 11 [x /p l]  m[p,/l] 

que nous écrivons directement sous la forme 

En utilisant les résultats du paragraphe 6 .5 ,  on montrerait que la sémantique 
du programme entier appliquée à la donnée d = i,,, et à l'identificateur 
impr est 2. 

Revenons maintenant à la déclaration de procédure 

proc f ( x  : y )  y := x + 1 . - 

Avec les notations du paragraphe 6 . 3  g, on a à (< calculer » : 

Y [ Y  := x + 1 j  e[flgl [xlvl [ylpol LM,, = LM,, [p,/v + 11 

et ainsi sachant que et'[ry] = po 

h v . 9  [ y  := x + I l  et' I,,, e"[y] = hv.v + 1 

la fonctionnelle hg. hv. v + 1 est constante et a pour point fixe 

hv.v + 1 .  



Chapitre 5 

7 SÉMANTIQUE AXIOMATIQUE 

Pour savoir ce que fait une instruction ou une construction d'un langage de 
programmation, il suffit de préciser comment cette instruction ou cette cons- 
truction transforme un prédicat ; autrement dit cela revient à savoir comment 
intervient cette instruction ou cette construction dans l'élaboration de la 
preuve d'un programme. 

La sémantique axiomatique consiste à donner pour chaque instruction ou 
chaque construction, un axiome ou une règle d'inférence. Ce sont les mêmes 
que ceux décrits au chapitre 4 paragraphes 3 . 2  et 6 pour la correction partielle, 
seul change l'objectif : dans un cas définir la sémantique, dans l'autre faire la 
preuve ; l'utilisation en est exactement la même dans un cas on dira qu'on a 
défini la signification d'un programme, par la manière dont il transforme les 
prédicats, dans l'autre on dira qu'on a prouvé que ce programme est partielle- 
ment correct par rapport à un prédicat de sortie et un prédicat d'entrée. 

7 . 1  Axiomes et règles d'inférences relatives à NAIN 

Nous allons simplement donner pour N A I N  les axiomes et règles caractéri- 
sant les constructions de ce langage 

a)  Règles de conséquence 

b)  Afectation 

( A F F )  p[x/exp] { x := exp } p . 

c)  Instruction vide 

(VID) P { 1 P .  

d )  Conditionnelle 

e)  Composition séquentielle 

f )  Itération 

P!&t{E}P 
( I T E )  p { tant que t faire E E t  ) p -- et non t 
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g)  Déclamtions 

de constante 

x = exp[x l / x ]  H p[x l / x ]  { E } q [ x l / x ]  
p { début cst x = exp ; E fin / q -- - 

de variable 

p[x1/x1 { E 1 q[x1lx1 
p { début var x ; E jîn ) q -- - 

x' n'a aucune occurrence libre ni dans p ni dans q, autrement dit si x n'a aucune 
occurrence libre dans p et q ,  on ignore simplement la déclaration pour le cas 
d'une variable. Le symbole u H P signifie que de u on peut déduire P. 

12)  Procédures 

déclaration 

r { f ( x  : ~ > ) s ~ r I F ) ~ , r { f ( x  : y ) ) s ~ p { E ) q  
p { -- début proc f ( x  : y )  F ; E fin - ) q 

où r et exp ne contiennent pas z .  

7 . 2  Etude d'un exemple 

Reprenons le petit programme que nous avons déjà étudié plusieurs fois 
(exemples 1 et 3). 
Nous allons prouver que : 

( 1 )  vrai { début proc f ( x  : y )  y : x + 1 ; début var x ; x := 1 ; f ( x  : impr) -- -- 
A 

fin j n  ) impr = 2 . -- 
Remarquons que cet exemple diffère légèrement des exemples que nous 

avons traité aux paragraphes 4 , 5  et 6 car nous avons changé - 
f ( x  : X )  ; impr := x en f ( x  : G) . 

En effet la sémantique axiomatique que nous proposons est incapable de rendre 
compte d'appels de procédures tels que f(x : x) (cf. spécification concernant 
l'appel en h) ci-dessus). 

Lemme l : v r a i {  f ( x : y ) ) y  = x +  l ~ v r a i { y : = x +  l ) y = x +  1 .  

Immédiat d'après la règle de l'affectation et sans utiliser l'hypothèse (en 
effet la procédure n'est pas récursive). 

Par la règle de déclaration de procédure, (1) découle alors du lemme 1 et de 
A 

(2) vrai { f ( x  : y )  ) y = x + 1 H vrai { début var x ; x := 1 ; f ( x  : impr) j n  ) -- - - 
impr = 2 . 



- vrai { début var x ; x := 1 ; f ( x  : $fin ) lmpr = 2 -- - 
découle de 

(3) 
- - vrai ( x := 1 ; f (x : impr) ) impr = 2 

d'après la règle de déclaration de variables et le fait que x n'apparaît pas dans 
les prédicats. 

Par la règle de composition, (3) découle de 

(4) vrai { x := 1 ) x = 1 (règle d'affectation et le fait que 1 = 1 

est équivalent à vrai) 

(5) 
- - x = 1 { f (x  : impr) ) zmpr = 2 

or par la première règle de conséquence, (5) découle de - 
x = 1 { f (x  : impr) ) impr = x + 1 et x = 1 (règle d'appel) 

- 7--- 

z m p r = x +  l & x =  1 azmpr = 2  (théorème du calcul des prédicats). 

8 .1  Introduction 

Dans les paragraphes précédents plusieurs définitions sémantiques du lan- 
gage NAIN ont été présentées. On peut constater sur cet exemple que ces 
différentes sémantiques ne jouent pas le même rôle : alors que les sémantiques 
interprétatives et calculatoires semblent bien adaptées aux problèmes d'im- 
plantation, la sémantique fonctionnelle ou dénotationnelle et surtout la 
sémantique axiomatique peuvent être plus utilisables par le programmeur. 
De plus, les sémantiques calculatoires et fonctionnelles associent un sens 
global (ensemble de calculs ou fonctions) à un programme et peuvent être ainsi 
de bons outils pour la conception de nouveaux langages. La sémantique 
interprétative permet, quant à elle, de suivre, pas à pas, le déroulement d'un 
programme, elle est donc utile à la compréhension détaillée de celui-ci. 

Les objectifs des différentes sémantiques sont donc nettement complémen- 
taires. Encore faut-il que ces définitions donnent bien le << même sens » à 
chaque programme ou encore qu'elles soient cohérentes. Développons et 
illustrons cette idée en utilisant les définitions précédentes de la sémantique de 
NAIN. 

8 . 2  Complémentarité des trois premières sémantiques de NAIN 

Afin de préciser le concept de complémentarité de plusieurs sémantiques, 
commençons par introduire quelques notations : 

- soit cal un calcul de l'interprète abstrait de NAIN (§ 4 .4 )  de premier 
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état e,, définissons Resin,(cal) comme la valeur du résultat du calcul s'il est 
réussi. Plus précisément Resin,(cal) est le sommet de la pile désignée par l'iden- - 
tificateur (( standard )) impr : - 

valsom, (des,(impr)) si cal est un calcul réussi de dernier état 
( A / e ), les fonctions d'accès se rapportent à e 

IV,, élément indéfini de l'ensemble des valeurs (8 6 . 2 )  
si cal est non réussi ou infini. 

- Soit % un ensemble de calculs au sens de la sémantique calculatoire de 
NAIN et e ,  un état de mémoire initial, Res,,,(%, e,) est défini comme le 
résultat d'un calcul fini dont le dernier état n'est pas fi, s'il en existe : 

ResCal(%, e , )  = va1som,(,,,(des,~,,, (G)) s'il existe un calcul fini c E % tel [ que c(e0) + fl 
( l,,, s'il n'existe pas un tel calcul. 

De plus, pour simplifier les notations, on suppose que les programmes 
considérés n'admettent qu'une donnée v désignée par l'identificateur standard 
-.----- A 
don et qu'un résultat désigné par impr. 

La complémentarité des trois premières sémantiques précédentes de NAIN 
peut alors s'exprimer sous la forme : 

Théorème 1 

Pour tout programme P de NAIN et toute donnée d = (do;i, v) de P on a 

où e,  est l'état de mémoire initial caractérisé par : valsomeo(deseo(don)) = v.  
Ce théorème signifie que, quelle que soit la sémantique considérée, un 

programme réalise la même fonction de transformation des données en résul- 
tats. Il se démontre par récurrence sur la structure des programmes. 

Cette démonstration est longue puisqu'il est nécessaire de distinguer les 
différentes formes possibles des phrases de NAIN et elle dépasse le cadre de 
cet ouvrage. Contentons-nous de donner une idée intuitive de la démarche 
à suivre. 

Il est nécessaire de considérer les différentes constructions du langage. 
Etudions par exemple, pour les deux premières sémantiques, la déclaration 
d'une variable : 

Re~,~ , ( IO,~ , [début  var x ; Pl Jin] - (e,))  
= R ~ s , ~ , ( Y , ~ , [ P ,  ; rest(x) Jin] (declvar(x) (e,))  

Rescal(Ycal [PI], e,) = ~es,,(declvar(x).  Y,,, [pl ] .!&(XI, e,) 

En utilisant le résultat très simple suivant : 



on se ramène à montrer que : 

Ainsi en utilisant un raisonnement par induction et par cas, on réduit la preuve 
du théorème à celles de lemmes concernant les phrases élémentaires du langage 
(déclarations, affectations, appels). 

8 . 3  Comparaison des sémantiques fonctionnelle et axiomatique 

La sémantique axiomatique de NAIN est la plus (< abstraite », c'est-à-dire 
la plus dégagée des considérations d'exécution et la plus utile pour le pro- 
grammeur, il n'est pas étonnant qu'elle soit moins puissante que les autres 
au sens où elle ne permet pas de démontrer autant de propriétés d'un pro- 
gramme que les autres. On dit que le système formel défini par cette sémantique 
est incomplet. En particulier, elle ne définit pas la notion de terminaison d'un 
programme. Précisons cette notion d'incomplétude en comparant les séman- 
tiques fonctionnelle et axiomatique. Soit p et q, deux prédicats et P une phrase 
de NAIN, on dit qu'une formule de la forme p { P ) q (9 7) est valide si 
pour toute donnée d = (d%, v) telle que p(v) soit vrai, le résultat 

~ f o n c , [ P n  d 

vérifie le prédicat q. On peut alors énoncer : 

Théorème 2 

Pour tous prédicats p, q et tout programme P, si la formule p { P  ) q est 
démontrable en utilisant les axiomes et règles d'inférence de la sémantique 
axiomatique alors p { P } q est une formule valide. O 

Ici encore la démonstration s'effectue par induction sur la structure des 
programmes. Notons bien cependant que la réciproque n'est pas vraie en 
général ; ceci résulte intuitivement du fait que le système axiomatique n'est 
pas assez puissant pour démontrer toutes les formules valides. Par exemple, 
on a constaté ( 5  7) que la sémantique axiomatique donnée dans ce paragraphe 
est incapable de rendre compte d'appels de procédures de la forme f(x : x). 

8 . 4  En guise de conclusion sur les définitions sémantiques 

Indiquons quelques voies de recherche qui tendent à rendre plus aisées les 
preuves de complémentarité et plus généralement de rendre plus manipulables 
les sémantiques formelles : 

- Définir des sémantiques intermédiaires qui permettent de passer pro- 
gressivement d'une sémantique à l'autre [MIL, 761. 
- Définir un cadre mathématique dans lequel elles puissent toutes s'expri- 

mer. Les différentes sémantiques représentent alors différentes facettes d'une 
même réalité mathématique PLO,  751. 
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- Définir des sémantiques les plus abstraites possibles, au sens où on 
souhaite que ces définitions fassent le plus possible abstraction des choix 
d'implémentation. Par exemple, il est préférable de donner les propriétés 
algébriques de la fonction d'allocation que la définir explicitement; ainsi 
celui qui implante aura une plus grande liberté et pourra effectuer des opti- 
misations. 

9 MÉTHODE DES ATTRIBUTS 

9 . 1  Introduction 

Considérons un langage de programmation P décrit par une grammaire 
algébrique non ambiguë. A chaque phrase du langage P est donc associé un 
arbre syntaxique, la méthode des attributs se propose d'étiqueter les nœuds 
de cet arbre par des renseignements d'ordre sémantique. Nous allons intro- 
duire la terminologie et les procédés de cette théorie au travers de l'exemple 
simple suivant. 

Exemple 4 

Considérons le langage P engendré par la grammaire 

Une phrase de P est donc une suite finie de chiffres séparés par des + . Remar- 
quons que l'axiome X n'intervient qu'en partie gauche des règles de G (4 9.4). 

Supposons que l'on veuille donner a P, la sémantique intuitive suivante : 
une phrase de P représente le nombre entier obtenu en$isant la somme des 

1 chiffres qui apparaissent dans cette phrase. 
La description par la méthode des attributs de cette sémantique peut se faire 

de la manière suivante : 

règles syntaxiques règles sémantiques 

X ::= E v(X) = v(E) 
El ::= E2 + F ~ ( E I )  = v(EJ + v(F) 
E ::= F v(E) = v(F) 
F ::= O v(F) = O 
F ::= 1 v(F) = 1 . 

Les règles syntaxiques sont pratiquement identiques aux règles de la gram- 
maire G engendrant P. On a seulement modifié les règles contenant plusieurs 



fois un même non-terminal, pour distinguer les diverses occurrences de cette 
lettre. 

Les règles sémantiques se présentent comme des égalités associées à chaque 
règle syntaxique. Analysons l'une d'entre elles : v(E,) = v(E,) + v(F), elle 
signifie que pour calculer la valeur de l'attribut v en un point étiqueté E, d'un 
arbre syntaxique ayant des fils étiquetés E et F, il faut d'abord calculer la valeur 
de v en E, fils de E, puis la valeur en F et faire la somme de ces deux valeurs. 
Ces règles sémantiques permettent de calculer la valeur de l'attribut v en tout 
point d'un arbre syntaxique engendré par G. 

Par exemple, l'évaluation sémantique de l'arbre de la figure 17 conduit à 
v(X) = 14. 

j Figure 17. 

L'évaluation sémantique, pour un tel arbre, est terminée quand on a calculé 
la valeur de l'attribut v en X. X joue donc un rôle de marqueur de fin de calcul 
et c'est une des raisons pour laquelle X n'intervient qu'en partie gauche des 
règles de G. O 

Résumons les définitions que nous avons illustrées dans l'exemple précédent : 
pour décrire un langage P engendré par une grammaire G = (N, T, ::=. X) 
par la méthode des attributs, on procède de la manière suivante : 

- Pour chaque lettre Y du vocabulaire non-terminal de la grammaire G, on 
définit un ensemble d'attributs At(Y). A chaque attribut a est associé un 
ensemble de valeur Va de l'attribut a. 
- Pour chaque règle de la grammaire, on définit des relations liant les 

valeurs des attributs du premier membre et du deuxième membre de la règle. 
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Le problème est alors de calculer la va-leur des attributs des différents nœuds 
d'un arbre syntaxique donné, de façon que les valeurs obtenues soient compa- 
tibles avec les relations que l'on a définies. Ce problème risque d'être insoluble 
si on n'impose pas de restrictions aux relations liant les valeurs des divers 
attributs. Dans le premier paragraphe, nous étudions un cas très particulier, 
où, de façon évidente, on sait calculer la valeur de tous les attributs. Dans les 
paragraphes suivants, on étudie des conditions moins restrictives, mais il faut 
alors donner des méthodes permettant de s'assurer que tous les calculs sont 
possibles. Cependant, remarquons que l'impossibilité de calculer la valeur 
d'un attribut en un point n'est pas toujours un phénomène regrettable ; en effet, 
on peut utiliser ce fait pour sélectionner, à l'intérieur du langage algébrique P ,  
un sous-langage Pt, qui est l'ensemble des phrases de P pour lesquels le calcul 
des attributs est toujours possible. Par exemple, on peut, par ce procédé, 
imposer que, dans un programme, tout identificateur utilisé soit déclaré. On 
étudie ce rôle de sélection des attributs dans le paragraphe 9 .6 .  

On peut déjà remarquer, à partir de cette brève description, un certain 
nombre d'avantages de la méthode des attributs. Cette méthode est très 
localisée, en effet, c'est au niveau de chaque règle syntaxique que l'on définit 
des règles sémantiques. Une modification dans la sémantique d'une règle 
syntaxique aura donc des répercussions seulement sur les règles sémantiques 
associées. De plus, au niveau de chaque règle syntaxique, on peut en multi- 
pliant les attributs parcelliser le travail de définition de la sémantique. Dans le 
même ordre d'idée, on peut, par cette méthode, construire la définition séman- 
tique par raffinements successifs, en commençant par tracer les grandes lignes 
de la sémantique avec peu d'attributs, puis en raffinant peu à peu cette défi- 
nition, en augmentant le nombre des attributs et en utilisant le travail pré- 
cédemment fait. Enfin, notons que la méthode des attributs est utilisable pour 
la construction de compilateurs de langages évolués réels [LOR, 741. 

Cependant cette méthode présente également des inconvénients, en particu- 
lier elle est plus orientée vers l'implantation que vers la programmation. 

9 . 2  Attributs synthétisés 

Considérons une grammaire G = (N, T, ::=, X) et, pour chaque lettre Y 
de N, un ensemble At(Y) d'attributs. On associe à chaque attribut a un 
ensemble Va, appelé ensemble des valeurs de a. On dit que les attributs de cette 
grammaire sont synthétisés si, pour calculer la valeur des attributs du premier 
membre d'une règle, il suffit de connaître les valeurs des attributs des lettres 
du deuxième membre de la règle. Autrement dit, dans un arbre syntaxique, la 
valeur des attributs d'un nœud dépend exclusivement de la valeur des attributs 
des fils de ce nœud. Il est donc évident que l'on pourra calculer de proche en 
proche la valeur des attributs des différents nœuds d'un arbre syntaxique en 
procédant des feuilles de l'arbre vers la racine. Traitons tout de suite un 
exemple de ce type proposé par KNUTH [KNU, 68b]. 



Exemple 5 

Considérons la grammaire 

G = ({ N, L, B ), { 0, 1, ), ::=, N) telle que 
N::= L.L 

N ::= L 

L ::= LB 

L ::= B 

B ::= 0  

B ::= 1 

Cette grammaire engendre le langage 

P = {O, 1 ) {O, 1 )".{O, 1  ) {O, 1):" {O, 1 )  {O, 1 )*  

On veut attribuer à ce langage une sémantique signifiant, intuitivement, 
<< un mot a de P représente un nombre rationnel écrit en système binaire n. 
Nous allons décrire cette sémantique en utilisant les attributs suivants : 

- attribut v dont la valeur est, intuitivement, le nombre rationnel représenté 
par le mot dérivant de B, de N ou de L. 
- attribut 1 dont la valeur est, intuitivement, la longueur du mot dérivant 

de L. 

On a donc At(B) = At(N) = { v ) et At(L) = { 1, v ). 
D'autre part, les attributs v et 1 prendront leurs valeurs dans V,  = Q et 

V, = N respectivement. 
Donnons maintenant les règles sémantiques qui permettent de calculer les 

valeurs des attributs aux différents points d'un arbre syntaxique : 

règles syntaxiques règles sémantiques 

Comme dans l'exemple 4, on a indicé les lettres pour distinguer les différentes 
occurrences d'une même lettre. 

Considérons, par exemple, l'arbre syntaxique associé à 1  011 .O1 (figure 18) 
et étiquetons l'arbre par la valeur des attributs des différents nœuds. 

(Les flèches précisent l'ordre dans lequel se font les calculs.) 
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Figure 18. 

Avant de poursuivre, donnons une formalisation du concept de sémantique 
définie par attributs synthétisés. Cette formalisation permet d'introduire, 
dans un cas simple, les définitions et les notations que nous verrons dans le cas 
général au paragraphe suivant. 

On veut définir par attribut synthétisé une sémantique d'un langage L décrit 
par une grammaire algébrique G = (N, T, ::= ; X). Pour cela, on procède 
de la façon suivante : 
- Pour chaque Y de N, on note V, l'ensemble Va produit des ensem- 

a E At(,) 

bles de valeurs des attributs de Y. 
Remarquons que l'on n'associe pas d'attributs aux éléments terminaux de G. 

On pose donc At(a) = @ pour chaque terminal a de G. 
- Pour chaque règle r de la forme Y ::= Y, Y, ... Y,, on se donne une 

fonction F(r) de V,, x V,, x ... x V,, dans V,. Cette fonction permet de 
calculer les valeurs des attributs de Y, connaissant celles des attributs de Y,, 
Y,, ... Y,. 

On utilise alors ces données de la manière suivante : S est un arbre syntaxique 
engendré par G, y est un nceud de cet arbre étiqueté par le non-térm'inaf 9. 
Par définition d'un arbre syntaxique, le nœud y possède des successeurs y,, 
y,, ..., y, étiquetés par y",, ..., 7, et il existe dans G une règle r de la forme 
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Y ::= Yi Yz . . . )7n. Considérons la famille a(y) = (a(y)),: On considère 
a(y) comme une inconnue. On écrit alors toutes les équations de la forme 

en prenant pour y tous les nœuds de S qui sont étiquetés par des non-terminaux. 
Il est alors possible d'ordonner ces équations de façon que toutes les inconnues 
a(y) puissent être calculées. Il suffit, en effet, de commencer par les équations 
qui correspondent à des règles du  type Y ::= a avec a E T:k pour lesquelles 
le second membre ne contient pas d'inconnues, puis de continuer en remontant 
jusqu'à la racine. Ce résultat signifie simplement que l'on peut calculer de 
manière unique les valeurs des attributs synthétisés en tout point d'un arbre 
syntaxique. 

Exercice 14 

On considère la grammaire 

telle que 

Expliciter à l'aide d'attributs synthétisés la sémantique de L(G) décrite 
intuitivement par « si a/b est un mot de L(G), il représente le nombre rationnel 
p/q tel que p (respectivement q) s'écrive a (respectivement P) en écriture déci- 
male ». O 

Exercice 15 

On considère la grammaire G = ( {  P. M. ; 3 ,  LI, b. c. ), ::=. P )  telle que 

Expliciter a l'aide d'attributs synthétisés la sémantique de L(G) décrite 
intuiti~ement par << si a, : a,  : a2 ; ... : sc,, est un mot de L(C;). i l  représente it: 
polynôme formel x, + x, X + ... x ,  X". Montrer que cette méthode de 
définition de la sémantique amène à calculer les polynômes suivant le schéma 
de Horner >>. O 

Exercice 16 

On considère la grammaire G = ( {  E, T. ; }, { 0. 1. .... 9 }, ::=. E) telle que 



Expliciter, à l'aide d'attributs synthétisés, la sémantique de L(G) décrite 
intuitivement par << si cl, ; cll ; ... ; a,, est un mot de L(G) il représente le 
nombre 

x,, x,, .. . x, ayant comme écriture décimale cc,, a,.. . . r,, D. 

9 . 3  Attributs hérités : un exemple 
Reprenons l'exemple de la représentation binaire des nombres (exemple 5) 

et analysons la définition des attributs que l'on a donnée au paragraphe pré- 
cédent. 

Pour l'arbre syntaxique considéré sur la figure 18, on a trouvé v(N) = 11,25 
(en décimale) c'est-à-dire : 

V(N) = 23 + 21 + 20 + 2 - 2 .  

On s'attendait à trouver ce résultat qui est satisfaisant pour l'esprit. Mais 
en certains points de l'arbre syntaxique les valeurs des attributs, calculées par 
cette méthode, ne sont pas très naturelles. En effet, on pouvait s'attendre à 
trouver pour v(B) respectivement 23, 0, 2', 2', 0, 2-2  quand on se déplace de 
gauche a droite dans les feuilles de l'arbre ; alors que l'on trouve uniformé- 
ment 1. 

Cette définition de v(B) est impossible à réaliser avec des attributs synthé- 
tisés, en effet, ce qui est en dessous de B et qui, seul, peut être pris en compte 
par des attributs synthétisés ne nous donne aucun renseignement sur la place 
de 1 dans le mot considéré. Pour connaître cette place, il faut compter le nombre 
d'utilisations de règle L ::= LB pour atteindre l'occurrence du B considéré. 
On est donc amené à considérer des attributs dont la valeur est définie en allant 
du haut vers le bas. De tels attributs sont dits attributs hérités. 

Dans le cas particulier de cet exemple, on est amené à définir la sémantique 
de ce langage en posant : 

1 a la même signification que précédemment (V, = N ) ,  
s donne le << poids >) du bit B au bit le plus à droite dérivant de L(V, = N), 
v donne la valeur de la suite dérivant de L ou de B dans le contexte où . 
elle est placée (V, = Q). 



Reprenons sur la figure 19 le calcul des valeurs des attributs de l'exemple du 
paragraphe précédent. 

I Figure 19. 

i 
Contrairement à ce qui se passe dans le cas des attributs synthétisés, on peut, 

en utilisant des attributs hérités, donner aux points de l'arbre syntaxique des 
valeurs d'attributs qui dépendent du contexte général dans lequel est placé 
ce point. En revanche, il n'est nullement évident que l'on puisse effectivement 
calculer la valeur des attributs en tout point d'un arbre syntaxique. Il est 
possible qu'il y ait des circuits dans les définitions sémantiques, qui empêchent 
une élaboration complète des valeurs des attributs. Ce problème est traité au 
paragraphe 9 .5 .  

Exercice 17 

Reprendre les exercices 14, 15, 16 quand on a à sa disposition les attributs 
hérités. 

Exercice 18 

On considère la grammaire suivante 

G = ({ E }, {( , 1, +, - , x ,  1, t ,  },::=,), 
telle que 

X ::= E , 
E : : = ( E ) I E + E /  - E I E - E I E  x E I E ~ E I E ~ E O .  
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La sémantique de L(Gj est « si a est un mot de L(G), cc représente la fonction 
fa de Rn dans IR telle que n est le nombre d'occurrences de dans a et 
f,(x,, ... x,) est obtenu en remplaçant les occurrences de O par x,,  x,, ... x, 
dans cet ordre >>. 

1) Exprimer la sémantique de L(G) par la méthode des attributs ; 
2) Construire un attribut var de E, tel que var(E) E { - 1, + 1 ) et que 

var(E) = 1 si et seulement si une augmentation de l'expression qui est en 
dessous de E fait toujours augmenter l'expression totale. O 

9 . 4  Définition formelle de la méthode des attributs 

Considérons un langage P défini par une grammaire algébrique G = (N, T, ::=, X). 
Les seules conditions imposées a cette grammaire sont que cette grammaire soit réduite 
supérieurement et inférieurement et que l'axiome X apparaisse uniquement en partie 
gauche des règles de G. Rappelons qu'une grammaire est dite réduite inférieurement 
et supérieurement si tout non-terminal peut se dériver en un mot du langage engendré 
et si tout non-terminal apparaît dans un mot dérivant de l'axiome. Pour définir une 
sémantique de P par la méthode des attributs on utilise les outils suivants : 

- Pour chaque symbole Y de N, on se donne un ensemble éventuellement vide de 
symbole At(Y) réunion de deux sous-ensembles disjoints At,(Y) et Ath(Y). Les éléments 
de AtJY) sont appelés attributs synthétisés de Y et ceux de Ath(Y) attributs hérités de Y. 
On impose de plus que Ath(X) = $3 et par convention si a est un symbole terminal de G 
on pose At(a) = 0. 
- A chaque attribut a est associé un ensemble Va appelé ensemble des valeurs 

de l'attribut a. Pour chaque Y de N u T on note V, l'ensemble n Va. 
a E At(Y1 

- Pour chaque règle r de G de la forme Y, ::= Y,  Y, . . . Y,, on se donne des appli- 
cations qui permettent de calculer les attributs synthétisés de Y,, en fonction des 
attributs de Y,, Y,, . . ., Y, et de calculer les attributs hérités de chaque Y,, en fonction 
des attributs des Yj .  Pour chaque règle r, on dispose donc des applications suivantes : 

F,[r] : V,, x ... x VYn - n Va 
a E A t d Y o )  

1 < i < n Fi[r] : V,, x V,, x ... x V,, - fl V a .  
a E Ath(Yi )  

On emploiera d'autre part les notations suivantes : si V est un ensemble qui est un 
produit d'ensembles Va, par abus d'écriture on notera pr, la fonction de V dans Va 
qui pour chaque famille de V donne sa composante sur Va. On notera d'autre part : 
F,[r, a] la fonction pr, O F,(r) (O < i 6 n). En général les fonctions F,[r, a] ne dépen- 
dent pas de tous leurs arguments; nous verrons, au paragraphe suivant, comment 
décrire formellement les arguments efficaces de ces fonctions et nous supposons ici que 
l'on sait dire, intuitivement, quels arguments de F,[r, a] sont efficaces. 

On utilise alors ces outils de la façon suivante : 
Soit S un arbre syntaxique engendré par la grammaire G. Pour chaque nœud y, de S 

étiqueté par y,, on crée des noms de variables a(y,) associés a chaque attribut a de 
At(yo). On note a(yo) la famille des a(y,) quand a parcourt At(Y,) : 

Supposons que Y, soit un non-terminal, y, n'est pas alors une feuille de S et admet donc 
des fils qui sont dans l'ordre y,, y,, . . ., y,. Par  définition d'un arbre syntaxique, il existe 



une règle r de G de la forme y0 ::= yl y2 ... y,, où Yi désigne l'étiquette de yi. Pour 
chaque y, étiqueté par un non-terminal y,, on pose alors les équations suivantes : 

~ ( Y o )  = Fo[r. a] (a(y,), . . .. a(y,)) pour tout a E At,(Yo) . 
a(,,) = F,[r. a] (a(y,), a ( y l ) .  .... a(,,)) pour tout a E Ath(yo) . 

On obtient alors un système Y(S), où chaque inconnue a(y) intervient une fois et une 
seule en partie gauche d'une équation. 

Exemple 6 

Reprenons l'exemple du paragraphe 9 . 3  et considérons la règle de grammaire 
LI  ::= L2 B a laquelle sont associées les règles sémantiques : 

v et 1 sont des attributs synthétisés aloxs que s est hérité. Les fonctions qui sont associées 
à cette règle et qui permettent de redécouvrir les règles sémantiques ci-dessus sont : 

Fo[Ll ::= L, BI : (V, x V, x VI) x (V, x V,) -+ V, x V, 

telle que F,[L, ::= L2 B] ((a: P. y), (6, E ) )  = (a + 6, y + 1) 

Fl[Ll  ::= L, B] : (V, x V, x VI) x (V, x V, x VI) x (V, x V,) -+ V, 

telle que F,[L, ::= L, BI ((a, P, y), (a', P', y'), (a", P")) = P + 1 

F2[Ll ::= L2 BI : (V, x V, x VI) x (V, x V, x VI) x (V, x V,) -+ V, 

telle que F2[Ll ::= L2 B] ((a, P, y), (a', Pt, y'), (a", P")) = P . 

Si dans un arbre syntaxique S, on a une occurrence de cette règle syntaxique 
L, ::= L2 B, on aura dans le système Y ( S )  les équations suivantes, en supposant que 
les nœuds étiquetés par L,, L, et B ont pour noms y,, y, et y, (cf. figure 20) 

Figure 20. 
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Ce système admet une solution si, et seulement si on peut ordonner ses équations de 
façon que si l'équation a(y,) = F,[r, a] (. . .) a le numéro j, alors chacun des arguments 
efficaces de F,[r, a] correspond à une variable al(z) qui est définie dans une équation 
de rang inférieur strictement à j. Pour chaque système de ce type il est facile de savoir 
s'il admet ou non une solution. En effet, ce problème se ramène immédiatement à tester 
l'existence d'un circuit dans un graphe. En revanche, il est moins simple de savoir si tous 
les arbres syntaxiques S engendrés par G vont donner naissance à des systèmes Y(S) 
ayant toujours une solution. Nous allons présenter au paragraphe suivant des algo- 
rithmes permettant de répondre à cette question. 

9 . 5  Algorithmes testant les circularités dans les définitions des attributs 

a) Formalisation de la notion de variable efjcace 

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations introduites précédemment. Le 
premier concept à formaliser est celui d'argument efficace d'une fonction du type 
Fi[r, a]. On réalise ceci en associant à chaque règle r de G de la forme Y, ::= Y, Y, . . . Y, 
un ensemble E(r) défini par 

et une relation T(r) sur E(r) telle que : 

(a, i) T(r) (b, j) =- ( j  = O et b E At,(Yo)) ou ( j  > O et b E At,(Yj)) . - - - 
Intuitivement, on doit construire T(r) de telle sorte que (a, i) T(r) (b, j) signifie que la 
valeur de l'attribut a de Yi est utilisée pour calculer la valeur de l'attribut b de Yj. 

Exemple 7 

Considérons encore une fois la règle LI  ::= L, B à laquelle on a associé les règles 
sémantiques 

On a alors : 

et T(r) défini par 

On préférera dans la pratique une représentation de T(r) sous une forme graphique du 
type de la figure 21. 

Figure 



b) Prolongement des relations T(r) aux arbres syntaxiques généralisés 

Afin de pouvoir expliciter des algorithmes testant la non-circularité dans les défini- 
tions des attributs, nous sommes conduits à introduire la notion d'arbre syntaxique 
généralisé. 

Un arbre syntaxique généralisé S engendré par une grammaire algébrique 
G = (N,  T,  ::=, X) est un arbre répondant aux mêmes conditions qu'un arbre syn- 
taxique sauf que sa racine est une lettre quelconque du vocabulaire de G.  A un tel arbre S, 
on peut associer un système d'équation Y(S) de manière analogue à ce qui a été fait 
dans le cas d'un arbre syntaxique au paragraphe 9 .4 .  Notons cependant qu'en général 
Y(S) n'a pas de solution, car les attributs hérités de la racine de S ne sont pas définis. 

Considérons un arbre syntaxique généralisé S, engendré par la grammaire G, et le 
système Y(S) associé. Nous allons utiliser les relations T(r) introduites précédemment 
pour définir une relation T(S) sur l'ensemble a(S) des inconnues du système. Notons y, 
un point de S, y ,, y,, . . ., y, ses fils et r la règle : 

- - -  - 
y, ::= y1 y2 . . . yn . 

On pose a(y,) T(S) b(yj) si, et seulement si on a (a, i) T(r) (b, j). Intuitivement 
a(y,) T(S) b(yj) signifie que, dans le système associé à S, l'équation de membre gauche 
b(yj) a, dans son second membre, a(yj) comme argument efficace. 

c) Condition de non-circularité 

Rappelons qu'étant donnée une relation T, on appelle fermeture transitive de T et on 
CO 

note T', la plus petite relation transitive contenant T. On montre que T f  = U Tn, 
n =  1 

T" étant le produit de la relation T, n fois par elle-même. Nous sommes maintenant 
capables d'énoncer correctement le problème que l'on cherche à résoudre. Il s'agit de 
montrer que pour tout arbre syntaxique S engendré par G la relation T(S) est sans cir- 
cui t ;  c'est-à-dire qu'il faut vérifier la formule suivante où BL(G) désigne l'ensemble 
des arbres syntaxiques engendrés par G : 

d) Transformation de la condition (1) 

Sous la forme ci-dessus la condition de non-circularité (1) ne se prête pas à un traite- 
ment algorithmique. 'Nous allons ici en donner une forme équivalente conduisant, 
grâce à des formules de récurrence, à des algorithmes de résolution. 

Appelons BLG(G) l'ensemble des arbres syntaxiques généralisés engendrés par G. 
Pour u n  arbre S de BLG(G), appelons y le nœud racine de S e ta  '(S) les variables dea(S)  
de la forme a(y). Montrons alors que la formule (1) est équivalente à la formule (2) 
suivante : 

(2) (VS E BLG(G)) (Va(y) E a'@)) (non a(y) T(S)+ a(y)) 

(la condition de non-circularité (2) teste seulement les circularités à la racine des arbres, 
mais la vérification doit se faire sur tous les éléments de BLG(G) et non plus seulement 
sur BL(G)). La démonstration de l'équivalence des formes (1) et (2) résulte immédiate- 
ment des deux remarques suivantes : 

- une circularité dans la définition des attributs pour un arbre syntaxique S implique 
une circularité dans la définition des attributs pour le sous-arbre syntaxique généralisé S' 
dont la racine est le nœud le plus <( haut » dans S concerné par cette circularité. 
- Si un arbre syntaxique généralisé S présente une circularité dans la définition des 
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attributs, on peut le compléter en un arbre syntaxique qui présente évidemment cette 
même circularité (le fait que la grammaire G soit réduite intervient ici). 

e) Formule de récurrence à la base des algorithmes de non-circularité 

Dans la suite nous supposons que les nœuds des arbres syntaxiques généralisés sont 
toujours choisis de la manière suivante : 

O pour la racine, 1 , 2 ;  . . . pour les successeurs de la racine. 
Un tel arbre S est représenté par la figure 22. 

Figure 22. 

Si SI:  S,, ...: Sn désignent les sous-arbres de S de racines respectives YI ,  ..., Y, 
on écrit alors S = Y, x (S, + S, + ... + Sn). 

Soit S un arbre syntaxique généralisé, soit r la règle de grammaire correspondant à la 
racine de S. On considère la relation A(S) qui est la restriction de T(S)' aux variables 
a(y) telles que y E [O : n]. D'après le paragraphe précédent, pour que la définition des 
attributs soit sans circularité il faut et il suffit que la relation A(S) soit sans circularité 
pour tout S (on a vu qu'il suffisait même de prendre y = O). Les nouvelles relations 
présentent l'intérêt de vérifier des relations de récurrence qui vont permettre de les 
calculer. En effet, si S peut se mettre sous la forme S = Y, x (SI + S, + . . .  + Sn), 
on obtient : 

(3) A(S) = [@l(A(Sl)) . .. @,,(rl (A(Sn)) r ( r ) IT  

où @, est un opérateur sur les relations défini par : 

(cet opérateur transforme la numérotation pour tenir compte de la numérotation Cano- 
nique des nœuds des arbres) et T(r) est la relation associée a la règle r étendue aux 
variables par l'abus d'écriture a(i) T(r) a'(i1) o (a, i) T(r) (a', i'). 

Les relations (3) forment un système infini liant les relations A(S). Le caractère infini 
de ce système ne permet pas une résolution pratique. Pour pallier cette difficulté, on va 
regrouper les relations A(S) dans des ensembles disjoints en posant : 

&(Y) = { A(S) 1 la racine de S est étiquetée par Y ) 

Remarquons que les ensembles 6(Y) sont finis : En effet les relations A(S) sont définies 
sur l'ensemble fini { a(i) 1 a est un attribut et O d i d m } où m est la longueur maxi- 
male d'une règle. 

Si Y est un non-terminal, 6(Y) vérifie l'équation à point fixe suivante : 

6(Y) = { [@,(RI) - à>,(R,) - ... - @,(Rn) ou r(r)]+ 1 r est une règle du type 

Y ::= Y, Y, ... Y, et Ri c6(Yi) pour i E [ l  : n ] ) . 



Si Y est un terminal, 6(Y) contient uniquement la relation vide notée R. Ces caractérisa- 
tions de F(Y) sont à la base des algorithmes de non-circularité. Il suffit en effet de calculer 
ces ensembles et de vérifier la condition : 

(VX E N) (VR E F(X)) (Va) (Vi) (non a(i) R a(i)) . 

Ceci pourra se faire de manière effective puisque l'ensemble N, les ensembles F(X) 
et les ensembles sur lesquels sont définies les relations de 6(X) sont finis. 

f )  Un algorithme testant la non-circularité 

Nous allons calculer les ensembles 6(Y) par approximation successive en considérant 
des arbres syntaxiques de hauteur croissante (la hauteur d'un arbre est par définition 
la longueur d'un plus long chemin allant de la racine à une feuille). On note h(S) la 
hauteur d'un arbre S. 

On pose par définition 

6,(Y) = { A(S) S est un arbre syntaxique généralisé de racine étiqueté par Y et de 
hauteur au plus k + 1 }. 

En utilisant les relations caractérisant les 6(Y) on obtient : 

Y E T  =, Vk E Rd Fk(Y) = { R ) 

Y E N  =, 6,(Y) = 

Y E N  - et k > O -6,(Y) = { [@,(RI) ou . . .  ou@,(R,) o u ï ( r ) l f  / - - 
r est du type Y ::= Y, .. .  net R, E 6,- ,(Y,) 
pour i E [l : n] } . 

De façon évidente, on a F(Y) = U F,(Y) mais il n'est pas nécessaire de calculer 
k > O  

6,(Y) pour tous les k ; en effet, les ensembles 6,(Y) vérifient les deux propriétés : 

(VY) %(Y) = 8, + ,(Y) (VY) Fk + I V )  = 6k + 2(Y) 

h ( Y )  6, + , (Y) . 
Donc on aura &(Y) = F,,(Y) où k, est le premier entier tel que 6,,(Y) = 6,,+ ,(Y). 
De plus cet entier k, existe car tous les ensembles sur lesquels on travaille sont finis. 

g )  Exemples d'application de l'algorithme précédent 

L'écriture à la main de cet algorithme est fastidieuse. Nous nous sommes donc limités 
à un exemple simple (qui est cependant plus complexe que ceux que l'on cite habituelle- 
ment dans la littérature). 

Exemple 8 

Considérons la grammaire G = ({ X, A, B ), { a,  b }, ::=, X) telle que 

Considérons par ailleurs la définition par attributs suivante : 

At,(X) = { a , b , c } ,  V , = V ,  = V , =  N 

Ats@) = { a, d ) , V, = N 

At,@) = { c 1 
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Les règles sémantiques associées aux règles syntaxiques sont décrites dans la figure 23. 

Figure 23. 

Cette définition par attributs est-elle toujours sans circularité ? Commençons par 
construire les relations T(r), T(r'), T(rU), T(rU') (figure 24). 

Figure 24. 

Représentation graphique de P(r) 

rien 

rien 

Relation 

U r )  

T(r'l  

T(r") 

T(r"') 

Définition formelle 

ic, 2) T(r) (a. O )  

(a, 1) U r )  (b, 0) 

(a, O) U r )  (c, 1 )  

(b, 0) U r )  (c, 2)  

(c, 2) T(r ' )  (a, O) (c, O) U r ' )  (c. 1 )  

(d, 1 j T ( r ' )  (d, O )  (d, O )  U r ' )  (c, 2 )  

(c, 11 r ( r ' )  id, 01 

relation vide 

relation bide LJ 
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Construisons maintenant les ensembles 6,(Y) pour Y = X. A, B, a, b (figure 25). 

Figure 25. 

On rencontre une circularité dans la définition de 6,(X) ; il est alors inutile de pour- 
suivre l'algorithme. On pourra d'ailleurs vérifier en essayant de calculer les attributs 
des différents nœuds de l'arbre syntaxique de la figure 26. 

Figure 26. 



Exemple 9 

Appliquons l'algorithme ci-dessus à l'exemple du paragraphe 9 . 3  

G = ({N,  L , B } ,  { O ,  1,. } , : : = , N ) .  

Les définitions des règles sémantiques et de r sont résumées par la figure 27 

Figure 27. 
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Commençons le calcul des ensembles &(Y) pour Y = 0, 1, ., N, B, L (figure 28). 

Figure 28. 

Exercice 19 

Finir le calcul des ensembles S,( ) précédents. Qu'en déduit-on ? Ce résultat est-il 
surprenant ? • 

9 . 6  Rôle de sélection des attributs 

Comme nous l'avons annoncé dans l'introduction, on peut utiliser la 
méthode des attributs pour définir un sous-langage du langage initialement 
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retenu. On convient, en général, d'éliminer les phrases pour les arbres syn- 
taxiques desquels le calcul des attributs n'est pas possible. Traitons deux 
exemples, l'un théorique, l'autre plus pratique pour illustrer cet aspect de la 
méthode des attributs : 

Exemple 10 

Considérons la grammaire G = (N, T, ::=, X) définie par 

et les règles X ::= ABC, A ::= Aa 1 a, B ::= Bb 1 b, C ::= C c  1 c ; la gram- 
maire G engendre L = a" a b:! b c" c ; nous allons sélectionner à l'aide de 
la méthode des attributs le sous-langage 

On prend At(X) = { v ) 
At(A) = At(B) = At(C) = { n } 

avec V , = V , =  N .  

Les règles syntaxiques et sémantiques sont 

règles syntaxiques 
A ::= a 

règles sémantiques 

n(A) = 1 

n(Al) = n(A2) + 1 
n(B) = 1 

n(B,) = n(B2) + 1 
n(C) = 1 

n(C,) = n(C2) + 1 

v(X) = n(A) = n(B) = n(C) alors 1 sinon v(X) 

On a procédé de la manière suivante : l'attribut n a collecté dans l'arbre 
syntaxique un certain nombre de renseignements. Au point X on vérifie à 
l'aide de l'attribut v que les conditions requises sont vérifiées. Si ces conditions 
ne sont pas vérifiées le calcul de l'attribut v en X boucle et la phrase est rejetée. 

O 
Exercice 20 

En reprenant la même grammaire G que dans l'exemple précédent, sélec- 
tionner par la méthode des attributs le sous-langage suivant de L 

L l = { a n b n c P ; n ~ 1 , p > 1 } u { a P b n c n ; n 3 l , p 3 1 ) .  

O 
Remarquons que cette méthode de sélection est extrêmement efficace et 

qu'en théorie elle permet de sélectionner un sous-langage quelconque d'un 
langage algébrique (voir exercice 21). 

Dans la pratique, on utilise cette méthode pour rendre compte de contraintes 



contextuelles souvent présentes dans les langages de programmation et qui ne 
peuvent être maîtrisées par les grammaires algébriques. 

Exercice 21 

Soit L un langage algébrique engendré par G = (N, T, ::=, X) et L' un 
sous-langage de L défini par une propriété caractéristique P(a) de ses mots. 

Montrer que L'peut être défini a partir de L par la méthode des attributs. 

Exenzple 17 

Considérons le petit langage de programmation P engendré par la grammaire 
G décrite par la figure 29 : 

Règles syntaxiques 
Signification intuitive 

des symboles utilisés 

( P  ) ::= début ( PD ) ; ( PI ) Jin - - 
( P D )  ::= ( S D )  

( S D )  ::= ( 0 )  l ( D ) ; ( S D )  

( I D )  ::= a I a ( I D )  

( PI ) ::= ( SI ) 
( S I )  ::= ( 1 )  1 ( I ) ; ( S I )  

( 1  ) ::= ( MG ) ::= ( MD ) 
( MG ) ::= ( ID ) 
( A D )  ::= ( E )  

( E )  ::= ( E S )  1 ( E )  ( O ) ( E S )  
( O )  ::= + 1 - 
( E S )  ::= ( E N ) I ( I D ) I ( ( E ) ) ( C R  

( P ) = programme 

( PD ) = partie déclaration 

( PI ) = partie instruction 
( SD ) = suite de déclaration 

( D  ) ::= entier ( SID ) réel SID ) 
( SID 3 ::= (Io) ( ID ) ;(ID ) 

( EN ) ::= ( E P )  O 

( E P )  ::= ( E P )  ( C )  1 ( N Z )  
( C )  : : = O  ( N Z )  

( NZ ) ::= 1 12 1 . . .  19 
( C R )  ::= ( E N ) . ( E N )  ( ( E N )  

( D ) = déclaration 
( SID ) = suite d'identificateurs 

( ID ) = identificateur 

( SI ) = suite d'instruction 

( 1 ) = instruction 

( MG ) = membre gauche 
( MD ) = membre droit 

( E  ) = expression 

( ES ) = expression simple 

( 0  ) = opérateur 
( EN ) = entier 

( CR ) = constante réelle 
( EP ) = entier positif 

( C  ) = chiffre 

( NZ ) = non zéro 

Figure 29. 

-- 

Nous allons sélectionner par la méthode des attributs le sous-langage P'  de P 
qui correspond aux contraintes contextuelles suivantes : 

1) tout identificateur utilisé dans la partie instruction doit être déclaré, 
2) tout identificateur utilisé en partie droite d'une instruction doit avoir été 
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utilisé en partie gauche dans une instruction précédente (c'est-à-dire toute 
variable doit être initialisée), 

3) aucun identificateur ne peut être déclaré plus d'une fois. 

On va utiliser quatre attributs d (déclaré), i l ,  i2 (initialisé) et v (vérification). 
9(a:" est le domaine associé aux trois premiers attributs, { 1 ) est associé au 
dernier. Reprenons maintenant la grammaire règle par règle en indiquant les 
règles sémantiques associées (figure 30). 

Règles syntaxiques 

( ID ) ::= a 
( I D , ) : : = a ( I D , )  
(SID): :=  ( I D )  
(SID, )::= ( I D )  ( SID2) 

( D ) ::= entier ( SID ) - 

( S D ) : : = ( D )  

( S D , ) : : = ( D ) ;  (SD, )  

/(PD)::= ( S D )  

( S I , ) : : = ( I > :  (SI,)  

l Règles sémantiques ( Commentaires 1 
d(( ID )) = { a 1 
d(( ID, )) = { a  1 d(( ID2 )) 
d(( SID )) = d(( ID )) : v(( SID )) = 1 
d(( SIDI))  = d(( ID )) u d(( SID2 )) 
v(( SID ) )  = si d(( ID ) )  c d(SID2) 
alors Y(( SID, )) sinon v(( SID, )) 

d(( D )) = d(( SID )) 

D )) = Y(( SID )) 
d(( SD )) = d(( D )) 
v(( SD ))  = Y(( D )) 
d(( SD, )) = d(( D )) u d(( SD2 )) 
v(( SD1)) = ~ l d ( (  D )) n d ( (  SD, )) # 0 
alors v(( SD, )) sinonv(( SD, )) A v(( D )) 
d(( PD )) = d(( SD )) 

1 PD )) = v(( SD )) 

On traite ici la partie dé- 1 
ciaration. l'attribut d est 
synthétisé dans cette 
partie et enregistre les 
identificateurs qui sont 
déclarés. 
L'attribut v sert à tester 
les doubles déclarations 
qui l'amènent à boucler. 

Remarquons que dans la 1 
pratique on ne fera pas 1 
boucler l'évaluation de 
v. mais on remplacera 
cela par un message 
d'erreur. 
(On a employé dans 
l'évaluation de v une 
fonction standard notée 
A qui vaut 1 si et seule- 
ment si ses 2 arguments 
valent 1.) 

Ici on transmet. par l'in- 1 
termédiaire de l'attribut 1 
d, de l'information pro- 
venant de la partie dé- 
claration vers la partie 
instruction. En particu- 
lier dans la partie ins- 
truction l'attribut d sera 
hérité. 

L'attribut il donne les 
variables qui sont déjà 
initialisées à cet endroit 
du programme. i, est 
un attribut hérité i, don- 
ne la variable qui est 
initialisée par I'instruc- 
lion 1. i, sert à cons- 
truire il et c'est un attri- 
but synthétisé. 



Règles syntaxiques 

l (  \ l t i ) : : =  ( I d )  

(E ) : :=  ( E S )  

( E l ) . ! : = ( E î ) ( 0 ) ( E S )  

(ES)::= ( E N )  
(ES) : :=  ( C R )  
( E S ) : : = ( I D )  

(ES)::= ( E )  

( E N ) : : =  ( E P )  ; O  
( E P )  : : = ( E P ) ( C )  l ( N Z )  
( N z ; : : = l  2 , . . . 1 9  
( C R )  : : = ( E N ) . ( E N )  
( C R ) : : = ( E N ) .  

Règles sémantiques 1 commentaires 1 

Figure 30. 

v(( MG )) = si d(( ID )) c d(( MG )) 
alors 1 sinon v(( M G  ) )  

iî(( MG )) = d(( ID  ) j  
il(( E  )) = il(( M D  )) 
di( E  )) = d(( MD )) 
v(( MD )) = v(E) 
il(< ES )) = il(( ES )) 
d(( E  )) = d(( ES )) 
, i<E? )  = \ (<ES) )  
i l(< Eî  )) = il(< El )) 
il(( ES?)  = i l ( (E l ? )  
d(( Eî  ?) = d(( El ?) 
d(( ES ) )  = d(( El )) 

El )) = \(( Eî  )) A Y(( ES )) 
\ ( (ES))  = 1 
v(( ES )) = 1 
v(( ES )) = si d(( ID )) c d(( ES ) )  n il(( ES )) 

alors 1 sinon \(( ES )) 
y(( ES )) = v(( E ?) 
d( (E? )  = d((ES?)  
il(< E ?) = il(< ES )) 
rien 
rlen 
lien 
rien 
r ~ e n  

On se persuade facilement que l'évaluation de l'attribut v n'est possible, 
pour un programme engendré par G, que si ce programme vérifie les conditions 
imposées ci-dessus. O 

On remarque, sur cet exemple proche de la réalité, que la méthode des 
attributs est facile à appliquer et est même assez naturelle ; cependant, si on veut 
automatiser l'évaluation des attributs sur des exemples réels, on risque d'obtenir 
des temps de calcul prohibitifs. Donner des algorithmes performants et une 
méthodologie de l'évaluation des attributs ont donc fait l'objet de travaux, 
dont un bon exemple est le projet Delta de LOHRO [LOH, 741. 

I 

i 

Exercice 22 

Pour le petit langage de programmation défini ci-dessus, sélectionner par la 
méthode des attributs les sous-langages qui vérifient les conditions suivantes : 

1) Tout identificateur est déclaré et initialisé avant d'être utilisé. Les instruc- 
tions ne contiennent que des objets d'un même type (entier ou réel). 

2) Tout identificateur est déclaré et initialisé avant d'être utilisé. Un identi- 
ficateur ne peut figurer qu'une fois en partie gauche d'une instruction (pro- 
grammation en affectation unique) et tout identificateur déclaré est utilisé. 
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Exercice 23 

On considère toujours le petit langage de programmation défini ci-dessus. 
On considère seulement les programmes vérifiant les conditions l), 2) et 3) 
énoncées ci-dessus et ne comportant pas d'expression mixte. On veut associer 
à chaque programme P une fonction fp : a* + R u { w, d ) telle que : 

fp(an) = w o an n'est pas déclaré dans P , 
fp(an) = d o an est déclaré mais pas utilisé dans P , 
fp(an) = b o an est déclaré et utilisé dans P et la valeur de an à la 

fin de l'exécution de P est b . 

Comment définir cette fonction avec la méthode des attributs ? 
Reprendre cet exercice en supposant que l'on autorise les expressions mixtes 

et que les conversions se font automatiquement. • 

10 COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES 

Purugraphe 1 à 4 

Signalons tout d'abord quelques ouvrages ou articles qui permettent de 
suivre l'évolution générale des travaux sur la sémantique des langages de 
programmation : 

McCARTHY [McC, 631 présente un certain nombre d'idées importantes 
telles que la notion de vecteur d'état, la notion de syntaxe abstraite et la 
notion de sémantique opérationnelle. 

STEEL [STE, 661 est un « instantané >) des diverses approches proposées 
en 1964. Le lecteur y trouvera les germes des points de vue opérationnel 
(McCARTHY) et fonctionnel (STRACHEY) qui se sont développés 
considérablement dans la suite. L'auteur présente aussi certaines appro- 
ches ayant connu un succès plus modeste, comme celles qui sont fondées 
sur les algorithmes de Markov (Van WIJNGAARDEN) ou sur le h-calcul 
(LANDIN). 

de BAKKER [BAK, 691 consiste en un panorama très détaillé de l'état de 
l'art en 1968. On peut remarquer l'apparition d'un nouveau point de vue 
basé sur les idées que FLOYD a développé à propos de la justification 
des programmes : l'approche axiomatique. On y trouve également quel- 
ques timides essais sur l'utilisation de définitions récursives. 

Paragraphe 5 

BLICKLE [BLI, 731 et FINANCE [FIN, 761 présentent deux formalisations 
basées sur la notion de calcul ; la première définit un calcul comme une 
suite d'états de mémoire alors que la deuxième le caractérise comme une 
suite de modifications élémentaires d'une information. 



Paragraphe 6 

Le but avoué des créateurs de la sémantique dénotationnelle, Christopher 
STRACHEY et Dana SCOTT, était de définir la sémantique d'un programme. 
Se référant à une fonction mathématique, image d'un programme, la plus 
abstraite et la plus indépendante d'une machine possible, on doit pouvoir 
démontrer (facilement !) des équivalences (en fait des égalités) de programmes 
ou de sémantiques. Citons quelques-unes des études faites à ce sujet : 

GORDON [GOR, 751 montre l'équivalence pour le langage LISP entre une 
sémantique opérationnelle (la fonction EVAL) et la sémantique déno- 
tationnelle. L'étude de PLOTKIN [PLO, 751 est plus fouillée et s'applique 
à LCF et par conséquent à tous les langages plus ou moins apparentés au 
h-calcul. 

MILNE [MIL, 741 (cf. aussi [MIL, 761) définit différentes sémantiques déno- 
tationnelles d'un langage de programmation (évoquant certains aspects 
d'ALGOL 68 : le parallélisme et les modes récursifs), il montre leur 
équivalence. 

MILNER [MILR, 761 étudie sur un exemple simple de langage, quatre séman- 
tiques, deux opérationnelles et deux dénotationnelles (avec ou sans 
continuations) ; il démontre leur équivalence et aborde le problème de la 
complexité de telles démonstrations, il propose de les mécaniser en 
utilisant LCF. 

WADSWORTH et MORIS (impublié) ont introduit le concept de « conti- 
nuation >> décrit dans l'article [STR, 741; REYNOLDS [REY. 7.11 
montre l'équivalence des sémantiques avec et sans << continuation >) sur le 
A-calcul. 

D'autres auteurs essaient de définir la sémantique dénotationnelle d'un 
langage réaliste, citons par exemple APT et de BAKKER [APT, 761, DONA- 
HUE [DON, 761, TENNENT [TEN, 761 pour PASCAL, le groupe de VIENNE 
BEKIC et al. [BEK, 741 pour PLI,  TENNENT [TEN, 741 pour SNOBOL 4. 

Le lecteur souhaitant une initiation plus complète en sémantique dénota- 
tionnelle trouvera dans l'article de TENNENT [TEN, 761 l'exposé des concepts 
qui motivent l'introduction des outils principaux et, pour revenir aux sources, 
il doit lire l'article de SCOTT et STRACHEY [SCO, 711. 

Paragraphe 7 
On trouvera dans HOARE et WIRTH [HOA, 731 la définition axiomatique 

de PASCAL. L'article de GORELICK [GORE, 751 présente un système 
axiomatique complet définissant la sémantique d'un petit langage de pro- 
grammation. 

Etudes comparatives 

HOARE, LAUER [HOA, 741 est l'un des premiers articles présentant le 
concept de complémentarité. A cette occasion on trouvera une étude 
comparative des principales méthodes de formalisation de la sémantique, 
un peu analogue à celle que nous avons présentée ici. 



Sénîantique d'uz larzgrrge de progvnn~niatior~ [a IO] 309 

DONAHUE [DON, 751 concerne la définition d'une importante partie de 
PASCAL présentée à la fois d'un point de vue dénotationnel et d'un 
point de vue axiomatique. 

MILNER [MILR, 761 étudie la complémentarité des sémantiques opération- 
nelles et dénotationnelles. 

ilutves études 

Dans des domaines plus particuliers citons trois méthodes. 
La méthode de VIENNE : on trouve une présentation précise de cette 

méthode interprétative dans [LUC, 681 ; ce rapport est assez complet mais sa 
lecture est rendue un peu fastidieuse par l'introduction d'une terminologie 
spécifique introduite par les auteurs ; le lecteur trouve une présentation 
plus simple dans [NEU, 711 qui indique les idées à la base de cette formalisation. 

La méthode des attributs : dans [KNU, 681 on trouve des notions de base 
sur la méthode, on y introduit la notion d'attributs hérités. Un algorithme de 
non-circularité est présenté ; cet algorithme est corrigé dans [KNU, 711. Le 
projet DELTA [LOR, 741 [BLA, 731 se propose de décrire et de construire des 
compilateurs en utilisant la méthode des attributs ; des algorithmes de non- 
circularité sont présentés dans [LOR, 751. Dans [ÀMI, 761 on propose une 
méthode de preuve utilisant des attributs logiques. 

La sémantique algébrique développée par NIVAT et son équipe [COU, 781 
s'attache essentiellement à rendre compte des schémas récursifs en introduisant 
un cadre algébrique bien adapté : le Magma libre. 

Enfin signalons au lecteur intéressé par les nouvelles voies de recherche les 
travaux d'ASHCROFT, WADGE [ASH, 761 qui présentent la définition 
formelle de LUCID qui est un langage déclaratif bien adapté aux preuves 
de correction. 

L'évidence est toujours l'ennemie de la correction. 
C'est pourquoi on invente un symbolisme nouveau 
et difficile dans lequel rien ne semble évident. Nous 
définissons ensuite des règles d'emploi de ces symboles 
et tout devient mécanique. 

B. RUSSEL, Les Mathématiques et 
les métaphysiciens. 

I l  SOLUTIONS D'EXERCICES 

Exercice 1 

Pour décrire l'exécution, indiquons les identificateurs locaux en fonction 
de la profondeur de l'appel : 

- L'appel f (n)  provoque celui de f(nz,) avec 1, = n et nz : goto n  
- 

LIVERCY. - Théorie des programmes 
I l  
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- L'appel f(m,) conduit a exécuter l'instruction étiquetée nz, : goto 1, 
avec 1, = ml. 

- 

Ainsi l'appel de f (n) provoque successivement le branchement en nz, puis 
en n ce qui termine l'exécution. 

Exercice 2 

La réponse est faux, puisque les valeurs logiques PLI1 sont confondues avec 
les entiers (vrai avec 1 et faux avec O) et l'évaluation de cette expression s'effec- 
tue de gauche a droite. Remarquons qu'ici la définition du langage n'est pas 
ambigüe, mais étant trop éloignée du sens intuitif elle est la cause d'erreurs de 
programmation. 

Exercice 3 

a) Voir la figure 31 

6 
valsom SPesom 

1 4- var 

Figure 31. 

b) Pour x : 

valsom des x = 8 valsom depil des x = 1 
typesom des x = cst typesom depil des x = var 

Exercice 4 

VA = VE u VB 
plus : VE x VE + VE infe : VE x VE -+ VB 

moins : VE x VE 4 VE infs : VE x VE -+ VB 

mult : VE x VE + VE egal : VE x VE 4 VB 

Ainsi 

Eval(el + e,) = plus(Eval(e,), Eval(e,)) 

Eval(x) = valsorn(des x) 
etc ... 

Exercice 5 

L'appel de procédure devient (il n'y a plus de Y) (figure 32) 
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Ce qui est incorrect puisqu'on ne peut affecter de valeur à la constante x. 
Si maintenant on suppose que le paramètre d'entrée x est une variable, cette 
sémantique n'a pas d'intérêt puisqu'à la sortie du bloc représentant l'appel 
la valeur de x est perdue. L'introduction de r^ permet d'éviter de telles « colli- 
sions )) entre paramètres effectifs et paramètres formels. Une autre manière 
d'éviter ce type de problème est d'interdire que le paramètre effectif résultat 
soit égal à l'un des paramètres formels. 

debur r.\r \ = .Y ; debur .-.I : -- - 
y := .I - i . .x := 1. fin fin ; 
impr := s, rrsr(s) , f inyesTf)  fin - - 

Exercice 6 

Y 1' J' impi. 

k e s  k e s  t e s  )es 

-1 -1 ni1 1-1 

Programme 

Figure 32. 

début proc fact(x : y )  si x = O alors y := 1 sinon début var z ; fact(x - 1, z) ; -- - - --- 
y : = z * x  

@ 
fsi ; - 

fact(2 : * 
Jin 

En notant j le corps de la procédure, l'exécution est décrite par la figure 33 

I facr lmpi 

i e s  !es j i e s  b e s  k e s  l e s  \ 
ni1 ni1 1-1 lF~(ljw] 

après un premier appel : 
, (  \ 

s = O alors J, sinon -- 
debur var z : facr ( x  - 1 : 2 )  ; -- 
J, {si := : : + x Jin - 
- 

:= j : res ( y )  fin : resr(x) j n  : 
rnpr := i. : resr( f ) f in  

- 
- 

Y fait impr i. des b e s  k e s  k C e s  

~ I ~ l ~ ]  ni1 lm-1 
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après déclaration de z et deuxième appel de fact 

G X  = O & y  := 1 sinon 
debur var z ; fact(x - ; 

x Y fact z r impr 
-- 
y := z c x f i n  
fsi;; := y ; reT(y ) f in  , rest (x)  fin ; k- k e s  C e s  

\ 
- - 

z := i. : !, := z * x ; resr(z) fin ; 1-1 m-1 
ï .= i. ; rrsr(y) fin ; rest (x)  
itnpr := ï : rest(f)= fin - 

après une nouvelle déclaration de z ,  un troisième appel de fact et l'affectation 
de 1 a y suivie de celle de y a ? : 

rest (y)  fin rest(x) fin ; z := i ; x y fact z r impi - - 
y := z * x ; rest(z) fin ; 7. := y ; - &ies t e s  $es k- 
resr(y) fin : resr(.x) jin ; 2 := 

resr(j,)  ,fin : rest(x) 5 ; - 
impi. := ; ; rest( f) f i y  - 1 

finalement, après exécution des différentes affectations et restaurations 

et donc : 

; := j, : re.c-~(JJ) j n  ; rest(x) j n  ; - - 
inlpi. := ; ; rcvt( f )  fin - 

L. fact impi 

ades )es k i d e s  b e s  !es 

ni1 ni1 ni1 ni1 

v fart lmpr 

ades l e s  ades b e s  )es 

1 ~ l ~ \ a r ~ l  ni1 I l j l p I  

Exercice 7 
a) Il est nécessaire de conserver le texte complet du programme dans l'état 

mémoire, de manière à rendre compte des sauts en arrière. Si le saut s'effectue 
dans un même bloc : 

( allera 1 ;  Q 1 e )  -+ (P, 1 e )  
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si P est de la forme Pl ; 1 : P, où 1 et allera 1 sont dans le même bloc alors l'état 
mémoire e ne change pas. On suppose ici que toutes les étiquettes sont diffé- 
rentes dans un programme ce qui évite de les empiler. 

b) Si le saut peut s'effectuer dans un bloc extérieur, une restauration des 
identificateurs déclarés entre ce bloc extérieur et le bloc d'où l'on part est 
nécessaire. On peut associer, au niveau du langage pivot, cet ensemble d'iden- 
tificateurs à chaque étiquette ... Alors : 

allera 1 ; Q 1 e ) -, ( P, 1 lib(x,) 0 lib(x,) 0 . . . O  iib(x,) (e) ) (- 

si P est de la forme Pl ; 1 : P, et x,, . . . , x, sont les identificateurs associés à 1. 

Exercice 8 

Soient (A,), (B,) deux suites croissantes de Y(&") convergeant respecti- 
vement vers A et B : 

- lim A, u B, = A u B car 
n 

card(A u B - A, u B,) < card(A) - card(A,) + card(B) - card(B,) 

- lim A, B, = AB. Il suffit de poser C, = A - A, et D, = B - B,, 
n 

de la convergence vers de C, et D, on déduit que : 

AB = A, B, u C, B, u A, D, u C, D, est limite de A, B, 

Exercice 9 

Po = (ega(Eval(exp), vrai) .Pl)" .ega(Eval(exp), faux) . 

Exercice 10 

On connaît le corps y de la procédure désignée par f. Il est alors inutile de 
l'introduire dans l'état de mémoire (concept statique). Alors avec x et y para- 
mètres formels : 

P = diff(Eval(exp), 1). declcst(x, Eval(exp)). declvar(y) . y" 
affect(?, y) .iib(y) .affect(res, ?) .iib(x) 

Exercice 11 

a) D :proc fact(x :y) si x = O alors y := 1 sinon début var z ; fact(x - 1 : z) ; - - - --- 
y : = z * x  

J?! 
fsi - 

P = diff(Eval(a), 1). declcst(x, Eval(a)) . declvar(y) - 
d ( P )  : (ega(x, O).affect(y, 1) u m ( x ,  O).declvar(z). fact(x- 1 : z). 

-(y, z * x).lib(z)).affect(Ï, y).lib(y) .lib(x).affect(b, Y) . 
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b) Déduisons de l'équation précédente le seul calcul provoqué par l'appel 
fact(z : G). 
fact(z : mzpr) = diff(Eval(2), 1). declcstix, 2) .declvar(y) .àiJff(x, O) .declvar(z) . 

diff(Eval(x - l), 1) .declcst(x, Eval(x - 1)) .declvar(y) . - 
diff(x, O). declvariz) .M(Eval(x - l), 1) .declcst(x, Eval(x - 1)). 

declvariy) .diff(x, 0) .affect(y, 1) .affect(?, y) .&(y). 

lib(x) .affect@, r̂ ) .&(y, z * x) .l&(z) .affect(?, y). - 
lib(y) .lib(x) .affect(z, 3) .-(y, z * x) .l&(z). - 
affect(?, y) .&(y). l&(x) .affect(&%, Y) . 

--- Plus généralement, le seul calcul « significatif » d'un appel fact(n : zmpr) est : - 
fuct(n : =) = diff(Eval(n), 1) .declcst(x, Eval(n)). declvar(y). 

[diH(x, O). declvar(z) .diff(Eval(x - l), 1). 
declcstix, Eval(x - 1)). declvar(y)In . ~ ( x ,  O). -(y, 1). 

affect(?, y). &(y). li&(x). affect(z, ?) . 
raffect(y, z * x).l*(z).affect(r^, y).l&(y).lib(x).affect(z, 

-(y, z * x) . lib(z) .affect(?, y) .&(y) .&(x) .affect(l&$, I) . 

Exercice 12 

Exercice 13 

La sémantique proposée autorise les procédures récursives. On associe en 
effet à f une fonction définie comme plus petit point fixe d'une équation. 

Une procédure peut également appeler une procédure déclarée précédem- 
ment. Par exemple si P est le programme : 

début proç f(x : y) B ; Pl  @ 

et si P l  est le programme 

début proc g(xl, y,) B, ; Pz Jin -- - 
alors 

Y[P] em = Y[Pi] el  m 

et l'environnement el contient la définition de la fonction associée à f. 
Bien entendu ceci ne permet pas la récursivité croisée. L'usage des variables 

globales est également interdit puisque dans la définition de f le corps de 
procédure B est exécuté sur l'état de mémoire totalement indéfini. 
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Appel par valeur, 101, 102, 215. 
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Arbre binaire, 13. 
Arbre syntaxique, 248, 286. 
Arité, 48. 
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Attribut, 285, 286. 
Attribut hérité, 291. 
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Calcul, 54, 74, 100, 121, 263. 
Calculable, 68, 248. 
Calculabilité, 248. 
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209, 212. 
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Etat d'un automate, 251. 
Etat mémoire, 53, 251. 
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258. 
Initialisation, 52. 
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Interprétatif, 247, 251. 
Interprétation, 49, 52, 95. 
Interprétation libre, de Herbrand, 56. 
Interprète, 256. 
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Indéterminisme, 56, 113. NAIN (langage -), 250. 
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Ordre bien fondé, 31, 167. 
Organigramme, 51, 75, 146. 
Opérateur, 15. 

Paramètre effectif, 258. 
Paramètre d'entrée, 21 5. 
Paramètre d'une procédure, 215, 244. 
Paramètre résultat, 216, 244. 
Parcours d'un arbre linaire, 13. 
Parcours d'une forêt, 28. 
Pas de calcul, 121. 
pgcd, 7, 10, 11, 156, 215. 
Pile associée à un identificateur, 252. 
Place, 27 1. 
Plus petite solution, 2, 15. 
Point fixe, 15, 18, 94, 103, 123, 264, 

273. 
Point de coupure, 150. 
Point d'entrée, de sortie, 75, 152. 
Prédicat, 8, 50, 114, 146, 280. 
Preuve de programme, 146. 
Problème, 1, 8. 
Problème des n reines, 199, 221. 
Procédure, 93, 119, 215, 250. 
Programme avec branchement, 50. 
Programme récursif, 95, 2 15. 
Programme itératif, 176. 
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Règle de calcul, 100. 
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Règle de Scott, 23, 25, 26, 123, 219. 

Règle de troncation, 25. 
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Règle d'inférence, 177, 216, 280. 
Règle fortement sûre, 109. 
Règle sûre, 103. 
Relation, 8, 113. 
Relation universelle, 116. 
RE-schéma, 89. 
Résoudre un problème, 10. 
Résultat du calcul d'un programme, 

54. 
Réussi (calcul -), 54, 122, 258. 
Retour de procédure, 21 5. 
Retour (prédicat de -), 216. 

Schéma avec branchement, 50. 
Schéma de programme, 3, 50. 
Schéma de Horner, 290. 
Schéma d'Ianov, 58. 
Schéma fonctionnel, 48, 56. 
Schéma interprété, 52. 
Schéma itératif, 72. 
Schéma récursif, 95. 
Schéma répétitif, 88. 
BJ-schéma, 85. 
%schéma, 74. 
RE-schéma, 89. 
Sémantique, 4,242. 
Sémantique axiomatique, 280, 284. 
Sémantique calculatoire, 267. 
Sémantique dénotationnelle, 122,248, 

269. 
Sémantique des entiers, 270. 
Sémantique des expressions, 270. 
Sémantique fonctionnelle, 269, 284. 
Sémantique interprétative, 25 1. 
Sémantique opérationnelle, 122, 251. 
Sémantique par attributs, 285. 
Semi-décidable, 67. 
Séquence d'exécution, 54. 
Simplification d'un terme, 100. 
Sous-tableau, 13, 217. 
Stationnaire (chaîne -), 19, 20. 
Statique, 200. 
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Stricte (appYication -), 108. 
Structure de contrôle, 73. 
Structure de donnée, 8. 
Structure d'information, 247. 
Substitution (règle de la - pleine), 

101, 102. 
Symboles fonctionnels, 10, 48. 
Symboles relationnels, 10. 
Syntaxe abstraite, 249. 
Syntaxe concrète, 250. 
Syntaxe d'un langage, 250. 
Synthèse de programme, 224. 

Terme, 94. 
Terme relationnel, 122. 
Terminaison, 167, 220. 
Termine pour p, 148. 

Théorème du point fixe, 18, 21. 
Trace d'un schéma de Ianov, 58. 
Trace d'un calcul relationnel, 121. 
Transformation d'énoncé, 194,200. 
Transition d'un automate, 251. 
Transition d'un interprète, 256. 
Treillis distributifs (axiomes des -), 

118. 
Tri par interclassement, 13, 217. 
Tri topologique, 192. 
Type abstrait, 1. 

Valeur (appel par -), 101, 102, 21 5. 
Valeur calculée le long d'un chemin, 

150, 160. 
Valeur sémantique, 242. 
Vecteur d'état, 246. 
Vérification, 145. 

Zmprirné en France. - JOUVE, 18, rue Saint-Denis, 75001 PARIS 
Dépôt légal de la Ire édition : 4' trimestre 1978 

Dépôt légal : Février 1984 
No d'imprimeur : 12220 

Achevé d'imprimer : Février 1984 


	001.tif
	002.tif
	003.tif
	004.tif
	005.tif
	006.tif
	007.tif
	008.tif
	009.tif
	010.tif
	011.tif
	012.tif
	013.tif
	014.tif
	015.tif
	016.tif
	017.tif
	018.tif
	019.tif
	020.tif
	021.tif
	022.tif
	023.tif
	024.tif
	025.tif
	026.tif
	027.tif
	028.tif
	029.tif
	030.tif
	031.tif
	032.tif
	033.tif
	034.tif
	035.tif
	036.tif
	037.tif
	038.tif
	039.tif
	040.tif
	041.tif
	042.tif
	043.tif
	044.tif
	045.tif
	046.tif
	047.tif
	048.tif
	049.tif
	050.tif
	051.tif
	052.tif
	053.tif
	054.tif
	055.tif
	056.tif
	057.tif
	058.tif
	059.tif
	060.tif
	061.tif
	062.tif
	063.tif
	064.tif
	065.tif
	066.tif
	067.tif
	068.tif
	069.tif
	070.tif
	071.tif
	072.tif
	073.tif
	074.tif
	075.tif
	076.tif
	077.tif
	078.tif
	079.tif
	080.tif
	081.tif
	082.tif
	083.tif
	084.tif
	085.tif
	086.tif
	087.tif
	088.tif
	089.tif
	090.tif
	091.tif
	092.tif
	093.tif
	094.tif
	095.tif
	096.tif
	097.tif
	098.tif
	099.tif
	100.tif
	101.tif
	102.tif
	103.tif
	104.tif
	105.tif
	106.tif
	107.tif
	108.tif
	109.tif
	110.tif
	111.tif
	112.tif
	113.tif
	114.tif
	115.tif
	116.tif
	117.tif
	118.tif
	119.tif
	120.tif
	121.tif
	122.tif
	123.tif
	124.tif
	125.tif
	126.tif
	127.tif
	128.tif
	129.tif
	130.tif
	131.tif
	132.tif
	133.tif
	134.tif
	135.tif
	136.tif
	137.tif
	138.tif
	139.tif
	140.tif
	141.tif
	142.tif
	143.tif
	144.tif
	145.tif
	146.tif
	147.tif
	148.tif
	149.tif
	150.tif
	151.tif
	152.tif
	153.tif
	154.tif
	155.tif
	156.tif
	157.tif
	158.tif
	159.tif
	160.tif
	161.tif
	162.tif
	163.tif
	164.tif
	165.tif
	166.tif
	167.tif
	168.tif
	169.tif
	170.tif
	171.tif
	172.tif
	173.tif
	174.tif
	175.tif
	176.tif
	177.tif
	178.tif
	179.tif
	180.tif
	181.tif
	182.tif
	183.tif
	184.tif
	185.tif
	186.tif
	187.tif
	188.tif
	189.tif
	190.tif
	191.tif
	192.tif
	193.tif
	194.tif
	195.tif
	196.tif
	197.tif
	198.tif
	199.tif
	200.tif
	201.tif
	202.tif
	203.tif
	204.tif
	205.tif
	206.tif
	207.tif
	208.tif
	209.tif
	210.tif
	211.tif
	212.tif
	213.tif
	214.tif
	215.tif
	216.tif
	217.tif
	218.tif
	219.tif
	220.tif
	221.tif
	222.tif
	223.tif
	224.tif
	225.tif
	226.tif
	227.tif
	228.tif
	229.tif
	230.tif
	231.tif
	232.tif
	233.tif
	234.tif
	235.tif
	236.tif
	237.tif
	238.tif
	239.tif
	240.tif
	241.tif
	242.tif
	243.tif
	244.tif
	245.tif
	246.tif
	247.tif
	248.tif
	249.tif
	250.tif
	251.tif
	252.tif
	253.tif
	254.tif
	255.tif
	256.tif
	257.tif
	258.tif
	259.tif
	260.tif
	261.tif
	262.tif
	263.tif
	264.tif
	265.tif
	266.tif
	267.tif
	268.tif
	269.tif
	270.tif
	271.tif
	272.tif
	273.tif
	274.tif
	275.tif
	276.tif
	277.tif
	278.tif
	279.tif
	280.tif
	281.tif
	282.tif
	283.tif
	284.tif
	285.tif
	286.tif
	287.tif
	288.tif
	289.tif
	290.tif
	291.tif
	292.tif
	293.tif
	294.tif
	295.tif
	296.tif
	297.tif
	298.tif
	299.tif
	300.tif
	301.tif
	302.tif
	303.tif
	304.tif
	305.tif
	306.tif
	307.tif
	308.tif
	309.tif
	310.tif
	311.tif
	312.tif
	313.tif
	314.tif
	315.tif
	316.tif
	317.tif
	318.tif
	319.tif
	320.tif
	321.tif
	322.tif
	323.tif
	324.tif
	325.tif
	326.tif
	327.tif
	328.tif
	329.tif
	330.tif
	331.tif
	332.tif
	333.tif
	334.tif
	335.tif
	336.tif
	337.tif
	338.tif
	339.tif
	340.tif

