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Le processus de sauts (X(t))
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Définition

Un processus de sauts : (Poly. page 162)

1y33jod dewommydny

— (M,,) une chaine de Markov sur S
de matrice de transition (p(z,vy)).

— (gz, x € S) des réels > 0.

(M,) chaine incluse
du processus de sauts (X (t)).
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Matrice de sauts

La quantité clé : la matrice de sauts

Q= (Q(w5y)’may S S)

q(x,y) = qzp(x, y) T Zy.
q(z, ) = —qq-
Si X(t) == :

— le proc. passe avec intensité g(x,y) a y.
— Horloges exp. E,, z € S de parametre g(x, z)
pour la transition suivante.
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La propriété de Markov

Si (X (t)) non-explosif :

[X(s+1t)|X(u),u < t,X(t) = x|
B [X(s) |X(0) = 2]
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Les équations de Kolmogorov

pi(z,y) = Po(X(t) = y)

@) = Y P 2)a(z,)
zZyY

- ZQ(:’J7Z) pt(way)

z#£y

Q = (g(x,y)) Matrice de sauts de (X (t)).
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Les équations de Kolmogorov (II)

Pour y #x et t =0, (Poly. page 167)

B = Q(ma y)

d .
ap (way) .

o1
a(2,y) = lim ;P(X(t) = y | X(0) = =)
Equivalence :

Px(X (t) = y) ~ q(=, y)t + o(t)
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Caractérisation des processus de Markov

(Poly. page 174)

Si (X (t)) non-explosif
il existe une unique solution aux équations K.

Un processus markovien de sauts (X (t))
caractérisé de facon univoque par

— la loi de sa valeur initiale X (0);
— sa matrice de sauts Q.
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La file d’attente M /M /1

Modele probabiliste
— Arrivée processus de Poisson ().

— Service exponentiels (u).
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La file d’attente M /M /1

Disciplines de service

— FIFO : First In First Out
Ordre des arrivées.
— LIFO : Last In First Out
Ordre inverse des arrivées.
— PS : Processor Sharing
Partage : n clients présents [t,t + h],
chacun d’eux recoit le service h/n.

(Lp(t)) nombre de clients pour la discipline
D ¢ {F, L, P}.
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File M/M/1 FIFO

serveur

~ 1 @

=2 -

horloges exponentielles
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File M/M/1 LIFO
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File M/M/1 Partage égalitaire (Processor—Sharing)

5=

8-
8-

@ serveur

LT

-
- M
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Matrice de sauts :

gr(z,z + 1) = A,

FIFO
ar(z, @ —1) = u,

LIFO qr(z, @ + 1) = A,
QL(:D, T — 1) = K
gp(xz,z+ 1) = X,

PS :
gp(z,z — 1) =
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QDZ(QD(w, y)) D e {F9 LaP}

x>0

x>0
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Un paradoxe ? Conséquences

Pour D € {F, L, P}
Tp = inf{s > 0: Lp(s) > C},

Les processus (Lp(t),t > 0), D € {F,L, P}
ont méme matrice de sauts.

a)fjod dewommy/dny
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Si Lr(0) = Lz(0) = Lp(0) = 1, :
dist. ,,, dist. e
Unicité = = Ty = Ty = Tp. g
(Lr(t),t > 0) = (Lr(t),t > 0) La discipline de service n'a pas d’'impact ?
E (Lp(t),t > 0).
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Le point de vue des clients

S, : temps de séjour d’un client de service =x.
W, =S, —x. Si A < u, a I’équilibre
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FIFO : B (W) = 2/n(n =) 2. Markov fort
LIFO : E (W;) = az/(u — A)
PS : E(Wf) = xz/(p — A)

E [(W:)z] #E {(sz)z} .
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Temps d’arrét

(Poly. page 171)
F; : tous les événements avant I'instant ¢.
Fi=(X(s),s < t)
Variable aléatoire = a valeurs dans R, U{+oco}
temps d’arrét si

{r<t}eFr  vt>o.
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Temps d’arrét : Exemples

— Temps d’atteinte :
T, =inf{s > 0: X(s) = a}

—Si FCS,
H,=inf{s > 0: X(s)=a,3u < s, X(u) € F}

—t, : instant du n-ieéme saut de (X (t)).
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La propriété de Markov fort

Markov : Si pour tout s > 0

[X(s+8) X (w),u < t, X(t) = 2]

dist.

= X (2) 1X(0) = 2]

Markov fort : Si pour tout temps d’arrét +,

[X (s +7) X (w),u < 7 < +o0, X() = a]
B [X(s) |X(0) = 2]
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(Poly. page 171)

Un processus de sauts non-explosif
a la propriété de Markov fort.
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Exemple : la file M/M/1 FIFO

Période d’'occupation :
B =inf{s > 0: L(s) =0}

Temps de Descente

T =inf{s > 0: L(s) = L(0) — 1}

si L(0) > 0 et T = 0 sinon.

B et T sont des temps d’arrét.
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Markov fort (L(t)) appliqué a T

si L0O)=n = L(T)=n —1.
[(L(t + T),t > 0) | Fr, T < +o0]
B [(L(t), t > 0) |L(T)]

dist.

=" [(L(t),t 2 0) [L(0) = n — 1]
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Le processus apres T, (L(t + T),t > 0)

— indépendant de Fr;

— méme loi que processus partant de n — 1.
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Période d’occupation

Si L(0) =n et B, =inf{s > 0: L(s) = 0}

Yiaqoudry anbiuyaayfjod dewawmyrdy
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= 3. Equations d’Equilibre

ou (T;) i.i.d. de méme loi que T.
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La file M/M/1

Equations de Kolmogorov
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Pour =, y € N,
Pt(y’ x) = Py(L(t) = =), =

d
apt(y, x) = Ap'(y, =z — 1) + pup'(y, = + 1)
—p'(y, )X + p).
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La file M/M/1

Si convergence vers I’équilibre
quand t — 4oo

d ., .
— ap (y,z) — 0 Stabilisation.

-p'(y,z) — w(x)
«Oubli» de la position initiale y.

Cours de Majeure 2006 Ecole Polytechnique Philippe Robert

IyoaMjod dewa mmmyydny

Cours de Majeure 2006

Equations d’équilibre de M /M /1

Sixz >0
O=xn(z— 1)+ pr(z+1) — (XA + p)w(x),

0=7m(1)p — w(0O)A.
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Cas général

Pour z, y € 8§ p'(y,z) = Py(X(t) = x),

d . _ t
P (y, =) = zze;gp (y,2)q(z, =)

e = Y Py, 2=, 2)
z#x

Z q(z, z)

z#x

— p'(y,x)
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Equations d’équilibre

(Poly. page 183)
> w(z)a(z,z) =0

zES

S w(2)a(z @) = w(@) [ 3 (e, 2)

z#x z#x
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Probabilité invariante

Une probabilité = sur S vérifie les équations
de mesure invariante si

Z 7‘-('.'J)q(y’ m) =0,Vz €S
YyES

Equation de balance globale :

m@) (> a(zy) | = w(ya(y, =)
YyAT yAT
Tz — —

7 est dite probabilité invariante.
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Rappel

da(m,z) =) q(m,z) — > q(z,2) =0

zZES z#x z#x
Q-1=o0.

1 vecteur propre a droite
pour la valeur propre 0.
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Formulation matricielle

L’équation de mesure invariante

> w(y)a(y,z) =0,Vz € S
YyES

équivalente a

T-Q =0
7 est vecteur propre a gauche
pour la valeur propre 0.
N’existe pas forcément !
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Notation
Notation markovienne : six € S

def.

P.(A) < P(A | X(0) = x)

Extension : si w proba sur S
Pr(A) E > w(2)Pa(A)
x*ES
=> w(z)P(A| X(0) = x)
TES

Extension similaire pour E.
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Invariance temporelle

(Poly. page 184)

Si w est une probabilité invariante
alors Ve € S :

P(X(t) = =) = w(x), vt > 0.
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Preuve
Equations de Kolmogorov :
Pour =, y € S, pt(y,a:) =Py (X(t) = =),
d
2P Ws2) =3 a(y, 2)p'(2, =)

zZ€ES

Pr(z) =Po(X(t) =x) = > =(y)p'(y,®)
YyES
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L pl@) = 3w () o p ()

dt YyeES
%pfr(w)z > o w(w) > aly, 2)p'(z, x)
YyeS zZ€ES
=> > wwa(y, 2)p'(z, =)
z€eS yes
=o0.

pr(z) = py(x) = = () vt > 0.
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Processus Stationnaire

Si = est une proba. invariante de (X (t)) alors :

1y33jod dewommydny

X (0) ' & entraine :

dist. dist.

Vs >0 X(s) = X(0) = .

mais aussi :

dist.

Vs > 0 (X(s+1),t > 0) = (X(t),t>0).

(X (t)) processus de Markov stationnaire.

Philippe Robert

Convergence vers I'équilibre

Théoreme (Poly. page 187)

Si (X (t)) irréductible non-explosif avec une
probabilité invariante = alors (X (t)) converge
en distribution vers = :

tEToo Po(X(t) = y) = w(y)-

Le processus de sauts est ergodique.
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Unicité (Poly. page 188)

Si (X (t)) est irréductible, non-explosif
il existe au plus une seule probabilité
invariante.
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Espace d’états fini

Si (X (t)) irréductible sur espace d’'états fini,
existence d’une unique probabilité invariante.
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Exemples
Processus alterné
q(0,1) = X q(1,0) = p.
Equations :
w(0)A = w(1)p.
Solution :
A
x0) =1 =)=
A+p A+p
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Exemples

File M/M/1

gz, z+1) = q(z,z — 1) = p,si ¢ > 0.

Equations :

An(ze — 1)+ pum(z+1) = A+ p)w(x),z >0
pm(1) = Am(0),

Solution :

w(@) = (o) (2)’

Ecole Polytechnique Philippe Robert

Cours de Majeure 2006

afjod dewommdny

Cours de Majeure 2006

Equilibre si A < p

probabilité invariante :
géométrique parametre \/p

o= (1-2) Q)
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Exemples

File M/M/co

q(z,z4+1) = A q(z,x — 1) = pea.

Equations :
An(z — 1)+ p(z+1)m(z+1) = (A + px)w(x),

Solution :

w(@) = w0 (%)

®
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Toujours un équilibre.
probabilité invariante Poisson

1 /A\®
71'(03) — ; (;) e—)x//"'
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Exemples

File M/M/K

g(z,z+1) = A q(z,z — 1) = p(z A K).

Equations :
An(z — 1)+ pKn(z+1) = A+ p(ze A K)]w(xz)

()

Philippe Robert

Solution :

1
(z AN K)!
Equilibre = \ < Kpu.

7 (x) = =(0)
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Relation entre équilibre de la chaine de Markov
et équilibre du processus de sauts
(Poly. page 185)
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Relation

Si w est une probabilité invariante pour Q et

x €S

7 (x) = qum (),
g4 = —q(xz, x), et
Z = Z 7 (x) < +oo
rEZ

#* = (#(x)/Z) est une probabilité invariante
pour la chaine de Markov (M,,).
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Si t; premier instant de saut : E,(t1) = 1/q,

a)fjod dewommy/dny

w(@) = Si(e) = Eulty) ()
q

x
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Le coefficient ]Ew(tl) “pondere” 4. Annexe . Equations de KOI_ .§
la proba. invariante de la chaine. mMogorov
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Les €quations de Kolmogorov : Cas géné€ral Equations de Kolmogorov forward et backward

Si P(t) = (pt(a:,'y),:n,y € S),

Pour =, y € S, pi(z,y) = P.(X(t) = v), E
2P =Pt -Q=Q-P).

%’pt(w, y) =Y p'(z,2)q(z,y)

J1aqoid~y anbiuyoaifjod dewa mmwydny
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#
7Y Intuitivement (pas toujours rigoureux!!) :
- (D a(w,2) | p'(=,v) P(t) = ' P(0);
27y
— Zpt(‘”’ 2)q(z,y) Cohérent avec I’équation de semi-groupe :
= Pt = pP*o P".

=> 4q(z,2)p'(2,9)
z Chaine de Markov : analogue Q =1 — P;
Mouvement Brownien = Q = A.
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Aspects Fonctionnels
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Forme fonctionnelle des équations K

(Poly. page 161)

Définition Si f : S — R est bornée,
P(t) : f — P(t, f)

P(t, f)(2) = Eo(£(X (1)) = D F(2)Pa(X () = 2).

zES
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Si Q(f) est bornée, Equations K :

2P = P(t) 0 Q) = Qo P4, §),
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P(t)(f) = P(O)(f) + / P(s) 0 Q(f) ds

E.[f(X(2))] = Ea:[f(X(O))]-i-/0 E-[Q(f)(X(s))] ds

d’ou la forme intégrale :

E[f(X(8)] = f(2)+Eq (/Ot(Q H(X(s)) ds) .
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Pour tout ¢t > 0 la variable

t
M(t) = F(X(t)) — f(x) — / (@ £)(X(s)) ds

est de moyenne nulle :

Yiaqoud~py anbiuyoayfjod dewamwyrdiy

(M (t)) est une martingale,

F(X(t) = f(z) + M(2) +/0 (@ )(X(s)) ds

“formule d’'It0* des processus avec sauts.
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