
���������
	���


�������������������! #"��$��%'&�(*)�������+'�-,����$�.���-,/,0�$��%

132546287:9!;=<?>�@BADCE;GFH>!9

I�JLKNM�O�P�QROTS:OTU�VWJ�XYSZM6[EP\KNO:QT]_^`O`QaO=[EbcVWdTO:U*KNM6[?KBP0QRegf�VWU�OTUhKNM0O�iaekj�QaS:O�iaKZ[?KNVWilKNVcS:iD[EQRO�m/J�eg^
J
n [_J�UoSTekp8P�j0KZ[_q�bWO=rs]�KNM�OtquO:iaK8STekpvP0QRO:iaiRVcekJoQR[_KNVce�]�VWiw^`O:bWbyx�U�Osz6J�OTU{[EJ0U|KRM�O:QaOtO~}\VWiaKRi
OT�!O:SsKNV�fkOLpvOsKNM�e�U�i#KNM�[_K
S=[EJt[EP0P�QRe�[_SZM�[EQaq�VcKRQN[EQaVWb��8^`O:bcb-KNM0VWi#quO:iaKYSTekpvP0QRO:iaiRVcekJ�QN[_KRVWe��
��e_KNO�KRM6[_K�KRM�VWihU�e\OTiwJ�eEKwiaekbcfEO�KNM0O�P�QN[_STKNVcS=[Eb`P�QReEq�bWOTp��5[_S:O:U�q���ia��iaKRO:p�OTJ�XkVWJ0O:O:Qai
[EJ�U�U�VWXkV�KZ[Eb-bWVWq0QN[EQl��p�[_J6[EXkOTQRi:� 	 fkOTJ�Vc�BKNM�Os��pv[=�t[EiRiaj�pvO�KNM6[?K�KROs}�KNi*[_QRO�P�QRe�U�j�STO:U
q���iRekp8O n ilKNe�SZM6[EiaKRVWStiaKN[_KNVcekJ6[EQl��O:QaXke\U0VWSgr�iaekj�QaS:OE]`KNM�Os�oS:[EJ�J�e_K�[_iRiRj0pvO�KNM6[?K8KRM�OT�
U�etm/J�eg^�KNM�O8iRekj0QRS:O8iaKN[_KNVciaKRVWS:iT� � SsKNj6[_bWbc��KNM�Os��iRM�ekj0bWU�J�eEKh[EiRiaj�p8O8KRM6[_KLKNM�Os��U�O=[Eb
^
VcKRM�[�iRVcJ�XkbWO�iaKZ[?KNVWeEJ6[EQa��iaekj�QRSTOE��[�U�VcXkVcKN[Eb�bWVcq�QN[EQl��p�[=��STekJ�KZ[EVcJ�KNO~}\KRiwVWJ 	 J�XkbcVWiaM
[EJ�U�I�KN[EbWVW[EJ�� � K�KNM0O�fkO:Ql��quO:ilK=]�KNM0O:QRO�[EQRO�K�^`e�iReEj�QRSTO:iwS:eEQRQROTiRPuekJ�U�VcJ�X�KNe�KNM�O�K�^`e
b�[_J�Xkj6[EXEO:i:���YOTfEO:QaKRM�O:bcO:iai:]�KROs}�K�S:ekp8P�QaO:iRiaVWekJ�[EbWXkeEQRVcKRM�p8ivbcVWmEO� �¡G¢�£\¤\¥0¦�¦�]�§�¨ª©=£«eEQ
¬ ¨ª©g£�­�U�O=[Eb�^
VcKRM®KNM0ekiRO�iaekj�QaS:O:i�[_J�U�KNM�OTVWQhP!OTQa�HekQap�[EJ0S:O:ihU�e�J�e_KwiROTO:p�KNe�U�OTXkQN[_U�O
^
M�OTJ�[EP�P0bWVWOTU�KNe�b�[_J�Xkj6[EXEO:i�KNM�[_K#^¯OTQRO�S:ekp8P�bcOTKNOTbc��j�J�m/J�eg^
J�KRe�KRM�O:VcQ#U�O:iaVWXkJ0O:QRiT�

� M�ekiaO�KROs}�KYS:ekp8P�QaO:iRiaVWekJt[EbcXkekQaVcKNM0pvi¯[EQRO�[ESsKNj6[Ebcbc��°\±6²´³Eµs¶N·:¸E¹DVWJ�KNM0OL�HeEbWbWeg^
VcJ�X�iROTJ�iRO_�
�HekQ�[�bW[EQRXEO8STb�[Eiaihe_��iReEj�QRSTO:i:]B^
M�VWSZM�M6[=fkO�[�^¯OTbWbyx�U�Osz6J�O:U�O:J�KNQaekP���QN[_KROE]BKRM�ekiaO�[EbcXke_x
QRV�KNM�p8i
OTfEO:J�KNj6[_bWbc��[EbcpveEiaKYiRj�QaO:b���[_SZM�VWOsfkOhKRM�O�quO:ilKºPuekiRiaVWq�bcOLS:ekp8P�QROTiRiaVWekJ�QR[_KNVce n V»�¼OE�
KNM0O�OTJ�KNQReEP/��QR[_KNO=rs�

� M�O � M6[_P0KNOTQ�VWi`ekQRX�[_J�VWdTO:U�[Ei`�HekbWbceG^
iT�½I�Jt¾\OTSTKRVWekJ 
 �¼¿�]�^¯OºP0QRO:iaO:J�KYpveEiaK�ilKNQR[EVWXkM�Ka�HekQlx
^¯[EQRUt[EP�P0QRe�[ESZM�KRewS:e�U�VWJ0X�^
VcKRM�j�J�m/J�eg^
JtiaKZ[?KNVWilKNVcS:i:�½P!ekilKNj�bW[_KNO�[�P6[EQR[EpvOsKNQaVWS�p8e�U�O:b
Θ
]�OTiaKNVcp�[?KNO�KRM�O*P6[EQR[Ep8OTKNOTQRi�j0iRVWJ0X�KNM�O*U6[?KZ[�KNM�[_K#M6[=fkOºKRewq!O*STekp8P�QROTiRiROTU�]6S:e�U�OºKRM�O

O:ilKNVcp�[_KRO�[_J�U�KNM�O�U6[_KZ[�j�iRVcJ�X�KNM0O�O:ilKNVcp�[_KRO:U�P0QRekq6[_q�VWbcVcK���[Ei�[�S:e�U�VWJ0X�P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��k�
� M�O�QROTU�j�J�U�[EJ�ST��e_�`KRM�OwP�bWj0X_x�VcJ�pvOsKNM�e�U�ekbcekXE��VWiºO:[EiRVcbc��QRO:bW[_KNOTU�^
VcKRM�KRM�OwM6[EQaU�J�OTiRi
eE�¯O:iaKRVWpv[_KNVcJ�X�P6[EQR[Ep8OTKNOTQRiLVWJ

Θ
�vÀ�O:iaP�VcKROvV�KNiLiRVcpvP�bcVWSTVcK��k]!KNM�O8P�bWj0X_x�VcJ�pvOsKNM�e�U�ekbcekXE�

S=[_bWbWiY�HekQ�VcpvP0QRegfkOTpvOTJ/KRi:�LI�J�KNM0OwJ�Os}�Kh¾\OTSTKNVcekJ�]u^¯OwPuekVWJ�K�ekj0KºKRM6[_K*P6[_QN[Ep8OTKRQRVWS�U6[_KN[
S:eEpvP�QaO:iaiRVWeEJ�P�Qaekq�bcO:p8iYpv[=��quOh[_J6[Ebc��dTO:U�VcJ�q!eEKRM�Á¯[g�EO:iaV�[EJ�[EJ�U�p8VWJ0VWpv[?}vP!OTQRiRPuO:S~x
KNV�fkOTi:]ª[Ei
[wpv[_KRKRO:Q#eE�Â�5[ESsK
iRekbcj0KNVcekJ�i�KNewqueEKRMtP0QRekq�bcO:p8i#S:ekVcJ�S:VcU�OE�½I�J�¾\OTSTKRVWekJ 
 �ÄÃ0]0^`O
U�OTiRS:QaVWquO�Å*QRVWSZM0OTf�iRm���x � QReEz�pvegf�p8V�}�KNj0QRO:i��HekQºp8O:p8ekQa��bWOTiRiºiaekj�QaS:O:iT]BP0QRegf�VWU�O�quekj�J0U�i
ekJ�KRM�O:VcQ�PuekVWJ�K�^
VciRO�QaO:XkQaOTK=��I�J�¾\O:SsKNVWeEJ�Æ0Æ�]-S:eEpvP�QaO:iaiRVWeEJ�P�QRekq0bWO:p8i�[EQRO�VcJ�fkO:ilKNVcX�[_KNOTU
VWJ�[�J�ekJ\x�P6[EQN[_pvOsKNQRVcS*S:ekJ�KROs}�K=��KNM�O�S:ekp8P�QaO:iRiaekQYJ�eg^oÇaj�iaK�m/J�eg^
i�KRM�Ohiaekj�QaS:O�q!OTbWekJ�XEi
KNe n ekQ#VWi�^`O:bcbÂ[EP�P�Qaeg}\Vcp�[_KRO:U�q��0r#eEJ�OLpve�U�O:b�[EpveEJ�Xwp�[_J/�E�

È



ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É Ù3Î�×sÚ/Û�ÜTÍ\Ýk×:Þ�ÌHÍ�Î�ÓßÊgÒ$×Tàk×_ÎWÞ
� M�OºSTekp8P�QROTiRiRVcekJ�P�Qaekq�bcO:páVWi`J�eg^âSTbWekiaO:b��vQaO:bW[_KNOTUvKNe�pve�U�O:buiROTbWOTSTKNVcekJ�VciRiRj0O:i�VcJ�J�ekJ�x
P6[EQR[Ep8OTKNQaVWSLiaKN[_KNVciaKRVWS:iT��I�U0O=[EiºilKNOTpvp8VWJ�X��HQReEpãU6[_KZ[8S:ekp8P�QaO:iRiaVWekJ�bWVWm_O�KRM�OwätVWJ�Vcp�j�p
À�OTiRS:QaVWP0KRVWekJ�åÂOTJ�XEKRM�P�QRVcJ�S:VcP�bWO n � VciRiN[_J�O:JªrD[EJ�U�KRM�O � ekJ�KROs}�Kax � QaO:Osx»æ®OTVWXkM�KRVWJ�Xºp8OTKRM�e�U
n � ÇR[_bWmEOTJ�i:]ªæçVWbcbWOTpvi
[EJ0U�¾\M�KZ[_QRmEegf0r�M6[=fEO�U�OTO:P�b���VcJ0è6j�OTJ�S:OTU�J�ekJ�x�P6[EQR[Ep8OTKNQaVWS*ilKZ[_KRVWilx
KNVcS:iT�

1�2W1�2véê>ª;gFHë0ì0;GFH>!9Dí�î*;GïÂð�ñD<_F5Ckðt>uò�ó�F5í=í:ñ�ð�C�F´ô½ð�@oñD<G>ªõBì�õBF5öÐF´;~÷

ø6QRekpù[tilKZ[_KRVWiaKRVWS:[Eb½f�VWOs^
P!ekVcJ�K=]ÂekJ�O�eE�`KNM�O8SZM6[EQapviLeE��[EQRV�KNM�p8OTKRVWS�STe\U�VcJ�X�]ÂekQLQN[?KNM�OTQ
eE�Yj�iaVWJ�X�J�O:[EQRb��®VcU�O=[_b¯S:e�U�Os^¯ekQaU�bWO:J0XEKNM�i�P!OTQaKZ[_VWJ�i�KRe�KNM�O��5[_STK�KRM6[_K�VcK�p�[_mEO:iwO:[Eia�
KNM0O�U�OTKRO:QapvVcJ6[_KNVcekJ®e_�YKRM�O�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��eE�
S:e�U�OTi�KZ[EVcbWekQaO:U�KReg^�[EQaU�iwiReEpvO�iaekj�QaS:Otú
n [�S:eEJ�iRVciaKNOTJ�K��5[Ep8VWb��{e_��P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��{U�VciaKRQRVWq0j0KNVcekJ�i

(Qn)n

r�^
M0VWbWO�KRM�O�KNQRj0O�iaekj�QRSTO
U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ�VWi
û n U�OTz�J�O:U�q/��KNM�OLS:eEJ�iRVciaKNOTJ�K��5[Ep8VWb��

(P n)n

r~�
� M�O
P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K���U�VciaKRQRVWq0j0KNVcekJ�úüVci�S=[EbcbWOTU�[ n KNM�O=r�ýZþ:ÿE²´±����u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��
	h[EiRiae\STV�[_KRO:Uw^
VcKRM
(f, φ)

]�V��BKRM�OLS:e�U�O
(f, φ)

M6[_i#J�O=[EQabc��VcU�O=[_b�S:e�U�O:bcO:J�X_KNMt[EX�[EVcJ�iaK�ú
,
KNM6[_KYVci:�

`(f(w)) ≤ − log
ú

(w) + c
�HekQ#iaekpvO*STekJ�ilKZ[EJ�K

c,
�
����������������� 
 � 
 ������� �!��"$#��%"'&%�%(*)+�$�,&+(-��"$�/.0����132���4657��('�8���9&94:�$#%2*(-��;
� M�OvU�Vc�!O:QaO:J�STOvquOTK�^`O:OTJ�KNM�OvO:J�KNQaekP���e_�

P n [EJ�U�KRM�O�p8O=[_J (f, φ)
STe\U�Os^¯eEQRU�bcO:J�XEKRM

j�J�U0O:Q
P n VWi#S=[_bWbWOTU�KNM�O n

KRM�ekQRU�OTQ
QRO:U0j�J�U6[EJ0ST��eE�
(f, φ)

^
V�KNM�QROTiRPuO:STK
KRe
P n
n
P
rs�

I��3V��-KNM0O�S:e�U�O
(f, φ)

M6[Ei`J�O=[_QRbc��VWU�O:[EbªS:e�U�O:bcO:J�XEKRM�[EXk[EVWJ�ilK
Qn �HekQ�VWJ�P�j\KNi�eE�3bWOTJ�XEKRM n,KNM0O:J�KNM�OLQROTU�j�J�U�[EJ�ST��^
V�KNMtQROTiRPuO:STK
KRe

P n iR[_KNVciaz6OTi:�
<

P n [− log Qn{Xn
1 } + c + log P n{Xn

1 }] = D(P n ‖Qn) + c.

æçM6[_K*^`OwM6[=fkO�Çaj�ilKLJ�eEKRO:U�VWi*[�iaVWp8P�bWO�[EJ�U�KNVcXkM�KºQROTb�[_KRVWekJ0iRM�VcP�q!OsK�^¯OTO:J�KNM�OwQaO:U�j�J�x
U6[EJ0ST�«[_J�U«QROTb�[_KRVcfkO�O:J�KNQaekP��k� � M�VWiv^
VWbWbYP�QaeGfEO�j�iROs�Hj�b�^
M�OTJ«KNQa��VcJ�X®KNe�[_iRiROTiRi�KNM0O
PuO:Qa�HeEQRpv[EJ�S:OTi
eE��[_U6[EP0KRVcfkO*STe\U0VWJ�XwKNOTSZM�J�V>=�j0O:i
?

1�2>@�2BA�<Gð/ô�C{Ck>3@Dð�íwò�>ª<�F59!;gð�Dªð/<_í

I�KBVWiDeE�´KNOTJ�j�iROs�Hj�b/KNe�M�[gfEO#[�XEe\e�U n j�J�V>=�j0O:bc��x�U�O:STe\U6[_q�bWO=rÂSTe\U�O��HekQÂKNM�O`VWJ�KNOTXkO:Qai n KNM6[?K½Vci
�HekQ

N
r~�½I�K�VciBKRO:p8P0KNVcJ�X�KReºS:e�U�O#[EJ�VWJ�KNOTXkO:Q

n
q���V�KNiBq�VWJ6[_Qa��Os}\P6[EJ0iRVWeEJ

n =
∑imax

i=0 ni2
i

^
M�OTQRO
ni

OE=�j�[EbWiYO:V�KNM�OTQ
0
ekQ

1
]-[_J�U

imax
iN[_KRVWiaz�O:i

imax 6 log2 n < imax + 1,
�HekQ

n > 1
[EJ�U

imax = 0
�HekQ

n = 0
n KNM6[_K
Vci

imax = blog2(n ∨ 1)c rs� � M�OLbcO:J�XEKRM�eE�BKRM�Oq�VcJ6[EQa�vOs}\P6[_J�iRVcekJ�q�VWJ
(n) = n0n2 . . . nimax

VciDÇaj�iaK
imax + 1. F J\�HekQaKRj�J6[_KRO:bc�E]0q�VcJ6[EQl�Os}\P6[_J�iRVcekJ�i�U�ehJ0eEK�S:ekJ�ilKNV�KNj0KRO�[Lj�J�V>=�j0O:bc��U�O:STe\U6[_q�bWO
S:e�U�O_�½�HekQ�Os}0[Ep8P�bcO

101
p�[=�wquO

P6[EQaiROTUtOTVcKRM�O:Q
[Ei`KNM�O*q�VcJ6[EQl��O~}0P�[EJ�iRVcekJ�eE�
5,
eEQ#[Ei¯KRM�O*S:ekJ0S=[_KRO:J6[_KRVWekJ�e_�DKRM�O*q�VcJ6[EQa�

Os}\P6[_J�iRVcekJ�iºeE�
2
[EJ�U

1
�*��eEK�KNe�e�iaj�QRP�QaVWJ�iaVWJ�XEbc��Vc�½^¯OwU�OTJ�eEKRO�q��

`(n)
KRM�O�bcO:J�XEKRM�eE�

G%H ÑGÞaÞºÊGÍEÒ$×TÞ�I'J-K�ÍML?ÜGÖG×_Î�Í\Ê 
 N Ñ/Ê�L?Ñ_ÎcØPORQMSTQVUVUXW



ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É Ù H LGàXYRÓ Ê�ÜsÍ0Ýk×TÞ
ÜTÍ\Ýk×:Þ
KNM0Oºq�VWJ�[EQa�vOs}\P6[EJ0iRVWeEJ�eE�

n,
KRM�OºiaOZ=/j�O:J0S:O

`(n) = 1 + blog2(n ∨ 1)c U�e�O:i�J�e_K#iN[_KRVWil�´�KNM0OhÅ*QR[_�´Kax$ä�Sgä�VcbWbW[EJ�S:eEJ�U�VcKRVWekJ-�

� iRVcpvP�bcOºU�Osf\VcS:O�[EbcbWeg^
i¯KNe�XkOsK�[EQRekj0J�UtKRM�VWi#U0V>[8S:j�b�K��k� 	 J�STe\U�O
n
[Ei

n0n0n1n1 . . . nimaxnimax01
KNM�[_K�Vci
q/�tQaO:PuO=[_KRVWJ�X�K�^
VWSTO�OTfEO:Ql��q�V�KYVWJ�KNM�O�q�VWJ�[EQa��O~}0P�[EJ�iRVcekJ�[EJ0U�KNOTQRp8VWJ6[?KNVWJ0Xwq/�
[�iROE=�j0O:J�STOveE�`U�VciaKNVcJ�STKºq�VcKRi:�w¾�j�SZM®[�STe\U�OwVci*P�QROsz0}!]D[EJ�U�KNM�OwSTe\U0OT^`ekQRU�bWOTJ�XEKNM0i*U�e
iN[?KNVWil�´��KRM�O�Å*QN[_�´Klxlä�S=ä�VWbcb�[EJ�VWJ0OZ=/j6[EbcVcK��k� � eG^`OTfEO:QwKNM0O�S:e�U�O:Ql^¯ekQaU�bWO:J0XEKNM�Vci

2(1 +
blog2(n ∨ 1)c) + 2 = 2`(n) + 2

�

� [_KNM�OTQ�KNM6[_J�[EP0P�bc��VWJ0XºKNM�Vci�U�ekj�q�bcVWJ�X*U0OTf�VWSTOYKReLKRM�O
q�VWJ�[EQa��Os}\P6[EJ�iaVWekJ8eE�
n
]/VcK�Vci�^
VWiaO

KNe�[EP�P�b���VcKLKNetKNM�OvbWOTJ�XEKNM�eE��KRM�Ovq0VWJ6[EQl��Os}\P6[EJ0iRVWeEJ
`(n)

]�[_J�U�KRe�S:eEJ�S=[_KRO:J6[?KNO�KRM�O
P�QaOTz0}�O:J0S:e�U�VWJ�XveE�

`(n)
^
VcKNMtKNM�O�q�VcJ6[EQa��O~}\P6[EJ�iaVWekJ�eE�

n
� � M�Vci�P0QRegf�VWU�OTi�j�i
^
VcKRM�[

P�QaOTz0}tOTJ�S:e�U�VWJ0X8e_�½VcJ/KRO:XkOTQRiY[EJ�U�KRM�OLbWO:J0XEKNM�eE�DKNM�OLOTJ�S:e�U�VWJ0X8e_�
n
VWi#J0eG^

`(n) + 2`(`(n)) + 2 = 1 + blog2(n ∨ 1)c + 2(1 + blog2(`(n) + 1)c).
� M�OLS:e�U�Os^¯ekQaU�bcO:J�XEKRM�eE�

n
Vci�KNM/j�iY[EQReEj�J�U

log2 n + 2 log2 log2 n
�

I�J�U�OTO:U�KNM�Vci#U�OTf�VcS:O*S=[_JtquO*VcKRO:QR[_KNOTU�j�J�KNVWb!^¯OLp8O:OTK#[�J/j�p�q!OTQ�^
VcKNM�q0VWJ6[EQl��OTJ�S:e�U�VcJ�X
QROTU�j�STO:U�KNe

1
il��p�q!eEb»��å3OTK

`(k+1)(n) = `
(
`(k)(n)

) [EJ�U
`(0)(n) = n

��å3OTK
r(n)

U�O:J0eEKNO
KNM0O�iap�[_bWbWOTiaK¯VWJ�KNOTXkO:Q

k
iRj0SZMtKRM6[_K

`(k)(n) 6 2
n J�e_KNOºKNM�[_K#�HekQ

n > 2
]
`(n) < n

rs� � M0O
VcKRO:QR[_KNOTUtP0QRe�S:O:U0j�QRO*^`ekj�bWU�[EiaiRVWXEJ�KRM�O*�HekbWbceg^
VWJ�X�STe\U0OT^`ekQRUtbWOTJ�XEKNM�KRe

n
�

q�VWJ
(`(0)(n))

q�VWJ
(`(1)(n)) . . .

q�VcJ
(`(r(n)−1)(n))︸ ︷︷ ︸+ 01 +

QaO:PuO=[_KRO:Uùq0VWJ
(`(r(n))(n)).

ø6ekQ
n = 100,

KNM0Ohq�VcJ6[EQl��Os}\P6[EJ0iRVWeEJ�VWi
1100100

]
`(1)(n) = 7,

KNM�O�q�VcJ6[EQa��O~}\P6[EJ�iaVWekJ
eE�

`(1)(n)
VWi

111,
M�OTJ�S:O

`(2)(n) = 3
M6[Ei�q0VWJ6[EQl��Os}\P6[_J�iRVcekJ

11, `(3)(n) = 2,
M�OTJ�S:O

r(n) = 3.
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� M�O�P�bWj0X_x�VcJ�[EP�P�Qae�[ESZM�P0QRe�S:O:OTU�i�q���z6QaiaK�O:ilKNVWpv[_KRVWJ�X�û
θ
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θ̂
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� OTJ�S:O_]��HekQ�pvOTpvekQl��bWO:iaihiaekj�QaS:O:i�eGfEO:Qw[_bWP�M6[_q!OsKNi�e_�#iRVcd:O
d + 1
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∆
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[EJ�U�[Eb�^�[=��i
SZM�e\eEiRO:i
KNM0OL^`ekQaiaK
K���P!Os^
QRVcKRO:QT�
�
����������������� 
 �po0�����\�rq!������qs&�dt2���"$#��%"'&%�%(*)$;3À�Osz6J�O*KNM�O

n
x�KNM�ekQaU�O:Q#p8VWJ0VWpv[?}8QRO~x

U�j�J0U6[EJ�Ss��eGfEO:Q
KNM�OLSTb�[Eiai
Θ
[EiT�

R̄(n, Θ)
∆
= inf

f
sup
θ∈Θ
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∫
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∫
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U0OTz6J�OTi#[�iaekj�QRSTOºegfkOTQ X ]\q�j\KKNM0VWi#p8V�}�KNj�QaO*eE�BpvOTpvekQl��bWO:iai#iRekj0QRS:OTi�Vci#J�eEK
p8O:p8ekQa��bcO:iRiT�c���
�
����������������� 
 �po0� 
 �z�|{~}$��2-&-����2���"$#��%"'&%�%(*)�.0����1�2���4:5���('������5�2�����2�; � M�O
¸E³Eµs¶a¸���µL¶NµRÿE°\±uÿ�¸E±-ýn	���²����t¶NµZ·��6µZýn�~��þ

µ
VWiT�

R(n, Θ, µ)
∆
= inf

f

<
µ

[ <
θ

[
`(f(Xn

1 )) − log
1û

θ{Xn
1 }

]]
.

� J0UtKRM�O
n
x�KRM�ekQRU�OTQ
p�[?}\VcpvVcJ�[=fkO:QR[EXkOLQROTU�j�J�U�[EJ�ST��QR[_KNOLVci:�

R(n, Θ)
∆
= sup

µ
R(n, Θ, µ).

� bWO:[EQRb����HekQ
[_bWb
µ
] R(n, Θ, µ) ≤ R(n, Θ)

]6[EJ0UtKRM�j0i:�

R(n, Θ) ≤ R(n, Θ)
� M�ekiaOhU0OTz6J�V�KNVcekJ�i
[EbcbWeg^�j�i#KNew�HekQRp�j�b�[_KRO*[wbWVciaK#eE�%=/j�O:ilKNVcekJ�i:�
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×:ÝML�Ê?Ý�Ñ/Ê?ÜgÓÔ×TÞ
� � eg^â[EQRO R(n, Θ)

[_J�U R(n, Θ)
QaO:bW[_KNOTUv^
VcKRM�KNM0OºQN[_KRO�eE�ÂSTekJ�fkOTQRXkOTJ�S:O*eE�

O:ilKNVWpv[_KRekQRi¯�HeEQ
Θ �
 � QaOtKRM�O�pv[?}\VWp8VWJ�[EJ0U{p8VWJ�Vcp�[?}�[=fkOTQN[EXkO�QRO:U0j�J�U6[EJ0ST�o[Eia��p8P0KNe_KNVWS:[EbWb��

OZ=/j�V�fE[_bWO:J�K �` I�iºVcK�P!eEiRiRVcq�bWO�KNe�[EP0P�QRe�[_SZM�KNM�Owpv[?}\VWp8VWJ�[EJ�U�p8VWJ�Vcp�[G}t[=fkO:QR[EXkOwQaO:U�j�J�x
U6[EJ�Ss��QN[?KNO:i
j�iaVWJ�Xw�HO:[EiRVcq�bWO*STe\U�VcJ�X�iaKRQN[_KRO:XkVcO:i �

��1%����2���q 
 �po0� ` ������5T����qs&%������)�����q!�id%��#%2���4�.�����1�2���4:5���('������&�}���2-&-���
2���"$#��%"'&%�%(*)%�P�'�6µ�¸E³Eµs¶a¸���µ�¶NµRÿE°�±uÿ�¸E±-ýn	���²�����¶NµZ·��6µZýn����þ��u¶~²»þ?¶

µ
þ?³Eµs¶����6µ�·gµn�

Θ,
R(n, Θ, µ)

²W·�¸�ý���²»µs³EµRÿB�Z	B���6µz�w²^ V�Ð°�¶Nµ\�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��
	
Qn þ?³Eµs¶ X n ÿ�µ�¡�±-µRÿP�Z	

Qn{xn
1} = Eµ [P n

θ {xn
1}]¢ þ?¶h¸E¹´¹

xn
1 ∈ X n.

� M�OLP�Qae\eE�BVWi
[wiaVWp8P�bWOºSTekJ�iaOZ=/j�O:J0S:O�eE�DKNM0O�J0ekJ\x�J0O:X�[_KRVcf�VcK��veE�BQROTb�[_KRVcfkO*OTJ�KNQReEP/�E�

£v2��$���'�`å3OsK
Qµ
U�O:J0eEKNOLKNM�OLP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��8ekJ X n U0OTz6J�OTU�q��u�

Qµ {xn
1} = Eµ [P n

θ {xn
1}] = Eµ

[
Eθ

[ a
{xn

1}
]]

,

Qµ

VWiLS=[_bWbWOTU�KNM�O�p8V�}�KNj0QROwXkOTJ�O:QR[_KNOTU�q��
µ.
å3OsK

ε
U�O:J�e_KNOv[�J0ekJ\x�J0O:X�[_KRVcfEOwQRO=[_b»]�KNM0O:J

KNM0O:QROLO~}0VciaKRi�iaekpvO*STe\U0VWJ�XwP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��
Qn ekJ X n iRj0SZM�KNM�[_K��

R(n, Θ, µ) ≥ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

+ log
Qµ {Xn

1 }
Qn {Xn

1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
+ Eµ

[
Eθ

[
log

Qµ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
+ D (Qµ ‖Qn) − ε

≥ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− ε .

� M�OLb�[_iaK#KNOTQRp Vci�KNM�O�[=fkOTQN[EXEOhQaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��eE�
Qµ

^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK�KRe
µ. �

� OTJ�S:O`^¯O#[_bWQRO:[EU0�Lm/J�eg^�KNM6[?K½KNM0O¯pv[?}\VWp8VWJLQROTU�j�J�U6[_J�ST�heE�ªekQaU�O:Q
n
M6[_i½KNM�O��HekbWbceg^
VWJ�X

�HekQap��

sup
µ

Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

I�KYS=[EJ�quOLSZM�O:SZm_O:U�KNM�[_K

µ 7→ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×:ÝML�Ê?Ý�Ñ/Ê?ÜgÓÔ×TÞ
VWi#STekJ�S:[gfEO�^
V�KNMtQROTiRPuO:STK
KRe

µ
n [Ei
iRM0ekj�bWU�quO�[EJ���VWJ0z�p�j�p egfEO:QYbWVWJ0O=[EQ¯�Hj0J�STKRVWekJ6[_bWiZr~�

ä�ekQaO:egfkOTQY�HeEQ
[EJ��
µ′ �

Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ′ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]

= −D(Qµ′‖Qµ) + Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]

^
M�VcSZM�OTJ/KN[EVWbci�KNM6[?K#�HekQ
[EJ���P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��
µ′ egfEO:Q Θ

�

0 6 Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

å3VcKaKNbWO�S:ekp8P�j0KN[_KNVcekJ�i�QaOTfkO:[Eb3KNM6[?K#�HekQ
[EJ��
θ
�

D(P n
θ ‖Qµ) 6 Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

� M/j�i
R̄(n, Θ) 6 sup

θ∈Θ
D(P n

θ ‖Qµ) 6 R(n, Θ) ,

^
M�VcSZM�OTJ/KN[EVWbci
R̄(n, Θ) = R(n, Θ)

1�2>h�2W1�2P¥�9D>6;GïÂð/<�ö5>�>�¦oì0;�ó®ì�CÂFÐó®FÐ9oëuð/<?í=ADí�ó�F59BF5ó®ìMC�2 ��eEKRO�KRM6[_K�SZM�e�ekiRVcJ�X
f
[EJ�UvKRM/j�i

`(f(·)) [Ep8ekj�J�KNi�KRehU�Osz6J�O�[hPuekiRV�KNVcfEO#fkO:SsKNekQ`VWJmk |X |n [_J�UvKRM6[_K�SZM�e�ekiRVcJ�X
µ
[EpveEj�J�KNiLKNetSZM�e\eEiROv[EJ®OTbWO:p8O:J�K�VWJ�[�STekJ�fkO~}®STekp8P6[ESTKhiRP�[ES:O n P�Qaekq6[Eq0VWbWV�KNVcO:iºegfkOTQ

P�Qaekq6[Eq�VcbWV�KNVWOTi�egfkOTQ½[#z6J�V�KNO�iRP6[ESTO`OE=/j�VWP�PuO:U�^
VcKRM�^`O=[EmLSTekJ�fkO:QaXkO:J0S:O¯KRekP!eEbWekXkVcO:iNrs�Â��eg^
QROTS=[EbcbÂ¾\VcekJ�ä�VWJ�Vcp�[G} � M�OTekQROTp��
��1%����2���q 
 �ro0�¼¿���§Âµn�

g
ÿ�µs±-þ:��µ�¸ ¢ °�±-ýn�Ð²»þ?± ¢ ¶Nþ:�¨�$þ��6þ?¹Wþ©�E²»ýR¸E¹½³EµZýn�$þ?¶�·��0¸�ýZµZ·

E × F��þ�kù·s°6ý������0¸��
g
²W·�ýZþ?±6³Eµª �¸E±uÿ�ýZþ?±T�5²´±6°ªþ?°�·z��²����t¶ZµZ·��6µZý«�¬��þ�²��´·­¡�¶N·n�#¸E¶
�E°���µs±T�#¸E±uÿ

ýZþ?±-ýR¸E³Eµ�¸E±uÿ�ýZþ?±T�Ð²´±6°6þ?°�·®��²�����¶ZµZ·��6µZýn�¯�$þ�²��´·v·gµZýZþ?±uÿ�¸E¶
�E°���µs±T��°L¸?·Z·s°���µ
A ⊆ E

²W·
ýZþ:�±�0¸�ýn��°­���6µs±

inf
x∈A

sup
y∈E

g(x, y) = sup
y∈E

inf
x∈A

g(x, y).

��e_KNO*KNM6[?K

(µ, Qn) 7→ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]

VWi�S:ekJ�S:[=fkO�^
VcKNM�QaO:iaP!OTSTKLKNe
µ
[EJ�U�STekJ�fkO~}�^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK*KNe

Qn ] Qn KN[EmEOTiLVcKNi�fE[_bWj�OTi
VWJt[wS:eEpvP6[_STK
iROsK=� � OTJ�S:OL^`Ohpv[=��J�eg^ STekJ�STbWj�U�O_�
��1%����2���q 
 �po0�gfM���'�6µ��8¸R k²��w²´±�¸E±uÿB���6µz�w²´±6²��8¸R �¶NµRÿE°\±uÿ�¸E±-ýn	v¸E¶Nµ�µ©²:°0¸E¹

R(n, Θ) = R(n, Θ).
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×Tà0Î�×sÒ$Þ
ø6QRekpüKNM�Vci � M�O:ekQaO:p [EJ0UtKRM�OLekP0KNVcp�[_bWVcK��8eE�Bp8V�}�KNj�QaO:i#^
VcKRM�QRO:iaP!OTSTKYKNe�KNM�OLpv[?}\VWp8VWJ
QROTU�j�J�U�[EJ�ST�E]6^¯O�XkOTK#KRM6[_KYVc�

µn

iRekb�fkO:i
KNM0O
n
KNM�pv[?}\VWp8VWJ�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��P�QRekq0bWO:pt�

Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµn
{Xn

1 }

]
= R(n, Θ) = R(n, Θ) ,

KNM0O�eEP0KNVcp�[Eb!pvVy}�KNj�QaO
Qµn

OZ=/j6[_bWVWdTO:i#KNM0O�QaO:U�j0J�U6[EJ�Ss�k�
� M�VciYXEO:J�OTQN[Eb3QaO=[EiaekJ�VWJ0X8U0e\OTiYJ0eEK#KNOTbWb�j�i#^
M6[?K R(n, Θ)

Vci:�

132�´!2mj�ð�Du<Gð�;Gí

ø½VcJ6[EbWb���[EJ0eEKNM�OTQºJ�eEKRVWekJ�M6[Ei�QRO:STO:J�KNb���[_SZ=/j�VWQaO:U�O~}\KRQROTpvOhVWp8P!ekQlKZ[EJ0S:OE�YI�KºP0QRegf�VWU�OTi*[
q�QaVWU�XkO�quOTK�^`O:O:J�KRM�O�ilKNe�SZM6[EiaKRVWShpve�U�O:bcVWJ�X8[_KaKNV�KNj�U�O�eE��I�J\�HekQRpv[_KNVcekJ � M�O:ekQl��[_J�U�KNM0O
I�J�U�V�f�VWU�j6[_bÂ¾\OZ=/j�OTJ�S:OTi�PuO:QaiRPuO:STKRVcfEOE�
�
����������������� 
 � ¤ �����!�r5��������'.0��46�µ2�����2�����; � M�O�p�[?}\Vcp�j�p P!ekVcJ�K�^
VWiRO�QaO:XkQaOTK�eE��[
S:e�U�O

(f, φ)
^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK�KRe8[�p8e�U�O:b

Θ
VWiT�

max
xn
1

max
θ∈Θ

[
`(f(xn

1 )) − log
1

P {xn
1}

]
.

� STe\U�VcJ�XºP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��L[ESZM�VcOTfEO:i�pvVcJ�VWpv[?}LPuekVcJ/K�^
VciRO`QRO:XEQROTK�eGfEO:Q�^`ekQRU0i�eE�ªbWOTJ�XEKNM
n
VcKNi

pv[?}\VWp�j�páPuekVWJ�K�^
VciRO*QROTXkQROsK
VWi�p8VWJ0VWpv[Eb»� � M�O*�HekbcbWeg^
VWJ�XhOs}\O:QaS:VciROLiRM�eg^
i#KNM�[_K
S:e�U�VWJ0X
P�Qaekq6[Eq�VcbWV�KNVWOTiY[ESZM�VWOsf�VWJ�XvpvVcJ�VWpv[?}�PuekVWJ�K�^
VciRO�QaO:XkQaOTK*M�[gfEO�[�iRVcpvP0bWO�U�OTz6J0VcKNVcekJ�����eEKRO
KNM�[_K�KNM�O
p8VWJ�Vcp�[G}�PuekVcJ/K�^
VciRO#QaO:XkQaOTK�VWi�[?K�bWO=[_iaK�[Ei�b�[_QRXkO#[_i�KRM�O
pvVcJ�VWpv[?}�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss�
R̄(n, Θ).

� J���j0P�P!OTQ�quekj�J0U�ekJtKNM�O�P!eEVWJ�K�^
VWiaOhQaO:XkQaOTK�P�QRegf�VWU�OTi�[_J�j�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�ekJ
KNM0O�p8VWJ0VWpv[?}vQRO:U0j�J�U6[EJ0ST�k�
�
����������������� 
 � ¤ � 
 �s� ¶���2�qs&$����·��7"�¸,&�d���q!#�q¨¹���u�������1%���$"�;¯åÂOsK

Qn q!OvU�OTz6J0O:U
[Ei

Qn {xn
1} =

maxP n P n{xn
1}∑

xn
1
∈Xn maxP n P n{xn

1}^
M�OTQRO|p�[?}\VcpvVcd=[_KRVWekJ�VWi�PuO:Ql�HekQRp8O:U�egfkOTQ®[Ebcb�p8O:p8ekQa��bcO:iRi�iaekj�QaS:O:i�egfkOTQ®[EbcP�M6[EquOTK
X .
� M�O�U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ

Qn VWi½S:[EbWbcO:U�KNM�O n
KNM��YekQRpv[EbWVcd:OTU�ä�[G}0Vcp�j�p å3VWm_O:bWVcM�e�e\U n ��ä�åDr

S:e�U�VcJ�X�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK��E�
��1%����2���q 
 � ¤ � ` �0�'�6µ�º�»�§ ýZþ:ÿE²´±��¼�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��
	®¸�ý���²»µs³EµZ·����6µ¼�w²´±6²��8¸R ¼�6þ?²´±T�½��²W·gµ
¶Nµ¾�E¶Nµn��°~��þ?¶NµZþ?³Eµs¶

Qn µ©²:°0¸E¹Ë²�¿?µZ·����6µL¶Nµ¾�E¶Zµn�#þ?³Eµs¶����6µ\�6þg·Z·s²½�:¹Wµs�¯þ?¶aÿ?·Z?

£v2��$���'�`å3OsK
Θ
U�O:J�e_KNOh[�p8e�U�O:b�iaj�SZM�KRM6[_K

∑

xn
1
∈Xn

max
P n∈Θ

P n{xn
1}
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×Tà0Î�×sÒ$Þ
VWi�z�J�VcKROE]0KRM�O:Jt�HekQ
[EJ��

xn
1 ,
KNM�OLPuekVWJ�K�^
VWiaO*QROTXkQROsK�e_�

Qn ekJ xn
1

OZ=/j6[Ebci

log


 ∑

xn
1
∈Xn

max
P n

P n{xn
1}


 .

y J«KNM�O�eEKRM�O:Q�M6[EJ0U�]�bcOTK
Rn U�O:J�e_KNO�[EJ�eEKRM�O:Q�P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��|ekJ X n,

�HekQ�iaekp8O�VWJ�P�j\K
xn

1R
n {xn

1} ≤ Qn {xn
1}
]0M�O:J�STO�KRM�OLQROTXkQROsK�e_�

Rn ekJ xn
1

VWi
b�[EQaXkO:Q`KNM6[EJ

log


 ∑

xn
1
∈Xn

max
P n

P n{xn
1}


 .

�

ced���2*(-��4:� 
 � ³ � � QRegf�VWU�O�[EJ�O~}\P�QROTiRiRVcekJ��HekQ�KNM0O�p8VWJ�Vcp�[?}�PuekVWJ�K�^
VWiaO�QaO:XkQaOTK��HekQ�pvOTp�x
ekQl�\bcO:iaiYiaekj�QaS:O:iYekJ�KNM�O*q0VWJ6[EQl��[EbcP�M6[EquOTK:�

æçM�OTJ�U�O=[EbcVWJ�X�^
VcKRM�p8O:p8ekQa��bWOTiRi�iRekj�QaS:OTiºegfkO:Qº[EbWP�M�[Eq!OsK X = {0, 1}, ^`O�pv[g�tOsfE[_b�xj6[_KRO*KNM�O�pvVcJ�VWpv[?}vPuekVWJ�K�^
VWiaOLQRO:XEQROTK:�¯ø6ekQ
[_J/�
xn

1 ∈ {0, 1}n ]6iRj�SZM�KRM6[_K#KRM�O:QaO�[EQaO n1e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTi�e_�
1
VWJ

xn
1

]�KNM�O*pv[?}\VWp�j0p bWVcmEOTbWVWM0e\e�U�Vci#OZ=/j6[Eb�KRe
(n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

.

� M�OTQRO�[EQROLO~}�[_STKNb�� ( n
n1

) ^`ekQRU�i#^
V�KNM�Os}0[ESsKNbc�
n1

e\STS:j�QaQROTJ�S:OTi�eE�
1
egfkOTQ

n
� � M�OLpvVcJ�V�x

pv[?}�PuekVWJ�K�^
VciRO*QROTXkQROsKYVWi�KNM/j�iYOZ=/j6[_b�KNe��

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
.

I�J�ekQRU0O:Q¯KRewXkOTKY[�j�iaO:Q$x��HQRVcO:J�U0bc�vj�P�PuO:Qlx�q!eEj�J�U�ekJ�KRM�VWi�O~}\P�QROTiRiRVcekJ�]6V�K#VWi�j0iROT�Hj0b-KNewj�iaO
KNM0O � ekq�q0VWJ�i$xl¾�KRVWQRbcVWJ�X�[EP�P�Qae=}0Vcp�[?KNVWeEJ�i¯KNewKRM�O*�5[ESTKRekQRVW[Eb»� � M�VWi#bcO=[EU�i#KRe��

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

6
1√
2π

√
n

n1(n − n1)
e1/(12n+1) .

��eg^
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

6
1√
2π

e1/(12n+1)
n∑

n1=0

√
n

n1(n − n1)

6
e1/(12n+1)

√
2π

√
n

n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))

6
e1/(12n+1)

√
2π

√
n

n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))
.
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� OTJ�S:O

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
− 1

2
log n

6 log

(
e1/(12n+1)

√
2π

)
+ log

(
n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))

)
.

� M�OLiRj0pãVWJ�KNM�OLQaVWXkM�Kax�M6[EJ�U�x�iRVcU�OºVci
[EJt[EP�P�Qaeg}\Vcp�[_KRVWekJvKNe�KNM�O n � VWOTp�[_J�Jªr`VcJ/KRO:XkQR[Eb
∫ 1

0

1√
x(1 − x)

dx = π.

� OTJ�S:OwKRM�OwpvVcJ�VWpv[?}tPuekVWJ�K�^
VciRO�QaO:XkQaOTK n [_J�U�KNM�Owp8VWJ0VWpv[?}tQROTU�j�J�U6[_J�ST�0rºiN[_KRVWil�´��KNM0O
�HekbcbWeg^
VWJ�X�QRO:bW[_KNVcekJ�i

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
6

1

2
log
(nπ

2

)
+ o(1) .

� M�VciBP�Qaegf\VcU�O:iD^
VcKRM�[EJhVWp8P�QRegfkOTpvOTJ�K½egfkOTQBKRM�O¯J6[_VcfkO�quekj�J�UhU�O:QaVcfkOTU��HQReEp KNM�O`P�bWj�X?x�VWJ
KNOTSZM�J�V>=�j0O n [EJ�VcpvP0QRegfkOTpvOTJ/K�q/��[h�5[ESsKNekQ`eE�

2
r~� � S:bcekiRO�VWJ�iaP!OTSTKRVWekJ�e_�3KNM�OºSTekp8P�j0KZ[Gx

KNVcekJ�i�iRM�eg^
i�KRM6[_K�KNM�O�j�P�PuO:Qlx�q!eEj�J�U�Vci`KNVcXkM�K`�HeEQ`PuekVWJ�K�^
VciROYQRO:XEQROTK:��I�K�S:[EJ�quO�SZM�OTSZmEO:U
KNM�[_K*KNM�Vciºj�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�Vci*[EbWiae�KNVcXkM�Kº�HekQ*p8VWJ�Vcp�[?}tQaO:U�j0J�U6[EJ�Ss�k�8ä�eEQRO:egfEO:Q*KNM�OTQROwVci
J�eEKRM�VWJ0X�iRPuO:STV�[EbD^
VcKNM�KNM�O�K�^`e_x�ia��p�quekbWi*[_bWP�M6[_q!OsK=� � M�O�QaO=[EiaekJ�VcJ�X�S:ekj0bWU�M6[=fEOwq!OTO:J
S=[_QRQRVcO:U�ekj0K#�HeEQ#b�[EQaXkO:Q
[EbcP�M6[EquOTKRi:]�V�K#^¯eEj�bWU�M6[=fkO�bWOTU�KNe�j�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�i
eE�DKNM0OL�HeEQRp

(d − 1)

2
log(n) + log

Γ(1/2)d

Γ(d/2)
+ o(1) .

� M�O�z6QRilK�KNM�VcJ�X�KNe�J�eEKRVWS:O�Vci�KNM�O
(d − 1)/2 log(n)

KRO:Qap���I�K8iRM�eEj�bWU�quOtSTekp8P6[EQROTU
^
VcKRM«KNM�O

d log n
KNOTQRp U0O:QRV�fkOTUâ�HekQ�KRM�O�P�bWj�X?x�VWJ«STe\U0OE� � M�VWi�U�VciRS:QaO:P6[_J�ST�çS:[EJâquO

VWJ�KRO:QRP0QROTKRO:U�VWJ�KNM�OL�HekbcbWeg^
VWJ�Xh^�[=�u�`^
M�OTJ�q�j�VcbWU�VcJ�X�KNM0O�P0bWj�X_x�VWJ�STe\U�OTi:]ª^¯O�S:e�U�OTU�KNM0O
QN[?KNVWeEJ6[Eb�J/j�p�quO:Qai¯U�Osz6J�VcJ�X�KRM�OYp�[?}\Vcp�j�p bcVWm_O:bWVcM�e�e\UwOTiaKNVcp�[?KNekQ�^
V�KNM8M�VWXkMv[ESTS:j�QR[EST�E]
^`O�STekj�bcUtM�[gfEOLiROTKlx�j�Pt[wiRVcOTfEOL�HeEQ#J�j0p�q!OTQRi

0, 1/n, 2/n, . . . , 1
^
V�KNM�p8O:iRM

1/
√

n
[_J�U

[EP�P0QRe=}\VWpv[_KNOTULKRM�O�S:e�OE[8S:VcO:J�KNiDeE�\KNM�O�pv[?}\VWp�j�pâbWVcmEO:bcVWM�e�e�UºO:ilKNVWpv[_KRVWekJºq��*KRM�O`STbWekiaO:ilK
O:bcO:p8O:J�KhVWJ�KRM�O�iaVWOsfkOE� � e\U0VWJ�X�[�PuekVWJ�K�VWJ�KNM�OviRVWOsfkO�QaOZ=/j�VcQRO:ihQRekj0XkM�bc� 1

2
log n

q�V�KNiT]
[EJ�U�^`O�U0evJ�e_K
bWe�ekiROºKRe8p�j�SZM�q���QaO:P�bW[ES:VcJ�X

θ̂
q���VcKNi
[_P�P�QRe=}\VWpv[_KRVWekJ��

� M�O�p�[?}\Vcp�j�p PuekVcJ/K�^
VciRO�QROTXkQROsK�eE�w�ºä�å'STe\U�VcJ�X|P�QRekq�[Eq�VWbcVcKRVWO:i�P�QRegf�VWU�OTi�quO:J0SZM\x
pv[EQRm/i:��Á¯j0K8��ä�åâP0QRekq6[_q�VWbcVcKNVcO:ih[EQRO�pvekilKNb��®eE�
KRM�O:ekQaOTKRVWS=[_b¯VWJ�KRO:QROTiaK:��KNM�Os��U�e�J�e_K
U�Osz6J�Ow[8S:ekJ�iaVWilKNO:J�K��5[EpvVcbc��eE��P�Qaekq6[Eq�VcbcK���U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�iT� � M�VWi�VWiYekJ�O�eE��KNM0O�QRO:[EiReEJ�i
^
M���pvVy}�KNj�QaO*S:e�U�O:QaiYM�[gfEO�[?KRKNQR[ESTKRO:U�iRj0SZM�p�j�SZM�[_KaKNO:J�KRVWekJ��
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É ÁvÓ Û?Ò�L�Î�×LÜsÍ0Ý\Ó ÊGà
1�2iÂ�2�é F�C�;GAÂ<Gð�Ck>�@BF59�D

å3OTKhj�i�J�eg^áOs}0[Ep8VWJ�O�Xke�e\U�j�J0VcfkOTQRiR[Eb`STe\U0VWJ�XtP�QReEq6[Eq�VcbWVcKRVWOTi��HekQLVWJ�KNOTQROTiaKNVcJ�Xtpve�U�O:bci:�
� M�O�z6QRilK�p8e�U�O:b

Θ
KNetq!O�S:eEJ�iRVcU�O:QaO:U®Vci*KNM�O8S:bW[EiRiLeE�¯pvOTpvekQl��bWO:iai*iRekj0QRS:OTi�egfkOTQhKRM�O

z6J�V�KNO�[EbWP�M�[Eq!OsK X � I�JoKNM�O�bW[EJ�Xkj�[EXkOteE�*KNM�O�P�QROsf\Vcekj�iviRO:SsKNVcekJ�KNM�Vci�Vci�[ |X | − 1
x

U�VcpvOTJ�iRVcekJ6[EbªP6[EQR[Ep8OTKNQaVWSYpve�U�OTb»�Bæ�O�^
VcbWbªq!O�iN[_KRVWiaz�O:U�Vc�-^¯O*S:[EJ�z6J�U�[�STe\U0VWJ�XhP�QRekq�x
[Eq�VcbWV�K���úáiRj�SZM8KNM6[?K R(n, θ,

ú
)/ log2 n

KNOTJ�U�i�KNeg^¯[EQRU
(|X |−1)/2

[Ei
n
KRO:J�U�i�KReG^¯[EQaU

VWJ\z6J�VcK��E�

I�JLekQRU0O:Q�KNe#pv[Em_O�KNM�Vci�pvVy}�KNj�QaO�S:e�U�VWJ0X#iRekp8OTKRM�VWJ�X#j0iROT�Hj0b»]g^¯O�^`ekj�bcU�[EbWiae#bWVWm_O
Qn+1{xn+1

1 }KNe8quOhO:[EiRVcbc��STekpvP0j0KZ[Eq0bWO*�HQRekp
Qn{xn

1}.
æ�O�M6[=fkOhK�^`e�Xkek[EbWiT�¯[�S:ekp8P�j0KN[_KNVcekJ6[Eb�[EJ�U

[EJ�VWJ\�HekQRpv[_KNVcekJ\x»KNM�OTekQROsKNVWS:[EbªekJ�O_�

� M�O#�HekbcbWeg^
VWJ�X�P�QRVcekQ½U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�ekJ�P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K���U�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJ�iBegfkO:Q�KRM�O�z6J�V�KNO
[EbcP�M6[?x
quOTK X = {1, . . . k} P�bW[=�\iY[wU�VciaKNVcJ�Xkj�VciRM�OTU�QRekbcO*VWJ�j�J�V�fkOTQRiN[_bDU�[_KZ[wS:eEpvP�QaO:iaiRVWeEJ��

� M�O
d
x�U�VWp8O:J0iRVWeEJ6[Eb6iRVcpvP0bWOs}8Vci`KRM�OºiRj0q�iROsK
eE��fkOTSTKRekQRi

u
�HQRekp

R
d U�Osz6J�OTU�q/� u[i] > 0�HekQ8[Ebcb

i, 1 6 i 6 d,
[_J�U ∑d

i=1 ui = 1.
	 [ESZMoO:bWOTpvOTJ�Kve_��KNM0OtiaVWp8P�bWO~}�U�Osz6J�OTi�[

P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��veEJ X ^
M�O:J |X | = d.

� O:S=[_bWb-KRM6[_K#KNM0O
Γ
�Hj�J�STKRVWekJ�Vci#U�OTz6J0O:U�q��u�

Γ(x + 1)
∆
=

∫ ∞

0

e−ttxd t,

[EJ�U«KRM6[_K
Γ(x + 1) = xΓ(x)

� � M�O,Ã�[_pvpv[��Hj�J0STKNVcekJ«VWJ�KRO:QRPuekbW[_KNOTivKNM0O��5[_STKNeEQRV�[_b
J/j�p�quO:Qai:��I�KwS:[EJ�[EbciRe�q!O�[_P�P�QRe=}\VWpv[_KRO:U�KRM6[EJ�m/i�KRe�KNM0O � eEq�q�VWJ0ilxl¾/KNVWQabWVcJ�X�q!eEj�J�U�iT�
ø6ekQ
[Ebcb

x > 0
�

n 
 � Ã0���Gr
xx− 1

2 e−x
√

2π ≤ Γ(x) ≤ xx− 1

2 e−x
√

2πe
1

12x .
� O:S=[_bWb3[EbciRewKNM�[_K

Γ(1/2) =
√

π
�

� M�OLquOTKZ[w�Hj�J�SsKNVcekJ
B(α, β)

VWi#U0OTz6J�OTU�q��

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

� M�O*�HekbcbWeg^
VWJ�X�QRO:bW[_KNVcekJ�iaM�VWP�P�bW[=�\iY[��Hj�J�U�[EpvOTJ�KZ[Eb�QaekbWO*VcJ�iRj�q�iaOZ=/j�OTJ/Kº[EJ6[Eb���iRVWiT�

B(α, β) =

∫ 1

0

θα−1(1 − θ)β−1 dθ .

¹���q!qs& 
 �ÄÃ0�>���-Ä ¢
X
¸E±uÿ

Y
¸E¶Nµ¯²´±uÿ�µ��6µs±uÿ�µs±T�!¶a¸E±uÿ�þ:��³?¸E¶~²5¸��:¹WµZ·�ÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��$µRÿL¸�ýZýZþ?¶aÿE²´±��

��þÆÅ
¸����8¸tÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��Ð²»þ?±0·
��²����B�0¸E¶a¸���µn��µs¶Z·
α
¸E±uÿ

β,
���6µs±

X + Y
¸E±uÿ

X/(X + Y )¸E¶NµL²´±uÿ�µ��6µs±uÿ�µs±T��¶a¸E±uÿ�þ:� ³?¸E¶~²5¸��:¹WµZ·*ÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��$µRÿ�¸�ýZýZþ?¶RÿE²´±�����þv¸ÇÅ
¸����8¸�ÿE²W·n�5¶~²½�:°��5²»þ?±
��²������0¸E¶R¸���µn��µs¶

α + β
¸E±uÿB�$þ�¸mÈ�µn��¸�ÿE²W·n�5¶~²½�:°��5²»þ?±Æ��²������0¸E¶R¸���µn��µs¶N·

α, β
?
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É ÁvÓ Û?Ò�L�Î�×LÜsÍ0Ý\Ó ÊGà
£v2��$���'� F J�U�OTQ�KNM�O
J�eEKN[_KNVcekJ�i�e_�uKRM�O
å3O:p8p�[\]EKNM�OBÇaeEJ/K�U0O:J�iaVcK��weE� X [EJ�U

Y
egfkOTQ

R+ × R+

VWi

xα−1yβ−1e−xe−y

Γ(α)Γ(β)
.

� M�O�VcJ/fEO:QaiRO�eE�wKNM0O�ekJ�Osx»KNe_x�ekJ�O�KNQN[_J�ia�HekQap�[?KNVWeEJ
(x, y) 7→ (x + y, x/(x + y))

Vci
(x′, y′) 7→ (x′y′, x′ − x′y′)

��I�KNi�Ék[_S:ekq�VW[EJ�M6[Ei�U0OTKNOTQRp8VWJ6[_J/Kv�−x′ � � O:J�STOvKNM0OLÇaekVcJ/K
U�OTJ�iRV�K���eE�

X + Y,
[EJ�U

X/(X + Y )
[_K

(u, v)
VWi

(uv)α−1(u − uv)β−1

Γ(α)Γ(β)
u e−uve−u+uv =

uα+β−1

Γ(α + β)
e−u Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
vα−1(1 − v)β−1

� M�O��5[ESTKDKNM6[?KDKRM�OÂÇaeEVWJ�KDU�O:J�iaVcK���S=[_J�quO��5[ESsKNekQaVWdTO:U�P0QRegfkOTiBKNM0O¯VWJ0U�O:PuO:J�U0O:J�STO¯eE�
X+Y[EJ�U

X/(X + Y )
�8ø6j�QlKNM�OTQRp8ekQROwV��`^`OvVcJ�KNO:XEQN[_KROwekj0KL^
VcKRM�QaO:iaP!OTSTK�KNe

u
]�^`O8QRO=[_bWVWdTO

KNM�[_K
Y/(X + Y )

M6[EiY[�Á¯OTKN[
(α, β)

U�O:J0iRVcK��E�
�

�
����������������� 
 � Ã0� 
 �z�ÄÀ�VcQRVcSZM�bWOsK�U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ{egfkOTQ�KNM�O
d
x�U�VWp8O:J0iRVWeEJ6[Eb
iRVcpvP�bcOs}�;�åÂOsK

α ∈ R
d
+,
KNM0O¯À�VcQRVcSZM�bWOsKBU0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ*egfkOTQBKNM0O

d
x�U0VWp8O:J�iaVWekJ6[_bEiRVcpvP0bWOs}º^
VcKNMhP6[EQR[EpvOsKNOTQ

α

M6[Ei
U�O:J0iRVcK��

Γ(
∑d

j=1 αj)
∏d

j=1 Γ(αj)

r∏

j=1

u
αj−1
j

�HekQ#OsfkOTQa�
u
VcJ�KRM�OLiRVcpvP�bcOs}!�

ø6ekQ�KNM0O
2
x�U�VcpvOTJ�iRVcekJ6[EbuS=[_iRO n KRM6[_KYVWi��HekQ�KRM�OLq�VWJ�[EQa��[EbWP�M�[Eq!OsK~r~]\KNM0O�U0O:J�iaVcK���OZ=/j6[_bWi

Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
θα1−1(1 − θ)α2−1 =

θα1−1(1 − θ)α2−1

B(α1, α2)
.

� iº[�iRPuO:S:VW[Eb½S:[EiRO�^`OwS=[_J�QRO:STegfkO:QºKRM�Owj�J�V��HekQRp P�QaVWekQ n ekQ�åÂ[EP�b�[_S:O�P0QRVWeEQZrYq���KZ[Em/VWJ0X
α1 = α2 = 1.

Á¯j\KhS:[EbWSTj�b�[?KNVWeEJ�^¯eEj�bWU�QROsfkO=[_b�KRM6[_KLV�KLU�e\OTiLJ�eEK�P!OTQa�HekQap OTiRiROTJ�KNV�[_bWbc�
quOTKRKRO:Q�KNM6[_JoKNM0O�J6[_VcfkOtP�bcj�X_x�VcJ�S:e�U�OE��I�J0U�O:OTU«À�VWQaVWSZM�bcOTK8P�QaVWekQai8P0QRegf�VWU�O�[EJ|M6[EJ�U0�
^¯[g��KRe�iRekb�fkO�ekj�QwSTekpvP0j0KZ[_KRVWekJ�[Eb¯P�Qaekq�bcO:p n ^
M6[_KROTfkOTQ8KRM�O�SZM�ekVcS:O�eE�

α

rs]�KNM�VciwVWi�[
S:eEJ�iROE=�j0O:J�STO�eE��STb�[EiaiRVWS:[Eb*QROTiRj�b�KNi�VWJâÁ�[=�kO:iaV�[EJâiaKN[_KNVciaKNVcS:iT�ãÁ¯j0K:]*ekj�QtVWJ0�HekQap�[?KNVWeEJ\x
KNM0O:ekQaOTKNVcS=[Eb-P�QRekq0bWO:pü^
VWbcb�q!O*iaekbcfEO:U�q/��SZM�e\eEiRVWJ0X

αi = 1/2
�HekQ
[Ebcb

i 6 d
�

�
����������������� 
 � Ã\� ` ���g�
��2���(-1%���T��5�2�����2�; � M�O
k
x$[_Qa�

1/2
x$À�VcQRVWSZM0bWOTKtP�QaVWekQtekJ.KRM�O

iRP�[ES:O�eE�BP�QRekq�[Eq�VWbcVcK��8U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ�i�ekJ X = {1, . . . k} M6[_iYU0O:J�iaVcK��u�

ν(θk−1
1 ) =

a {∑
i<k

θi ≤ 1} Γ(k/2)

Γ(1/2)k
∏k

i=1 θ
1/2
i

,

^
VcKRM�QROTiRPuO:SsK�KNe�KRM�Oºå3OTq!OTiRXkj�O*p8O=[_iRj�QaO�ekJ
[0, 1]k−1 ]\^
V�KNM�KRM�O�STekJ�fkO:J�KRVWekJ�KRM6[_K θk =

1 −∑i<k θi
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θ = θ0

[_J�U�KNM0O�À�VcQRVcSZM�bWOsK�P0QRVWeEQYU0O:J�iaVcK�� n ^
V�KNM�QaO:iaP!OTSTK�KRe
å3O:quO:iaXkj�O�pvO:[EiRj�QaOLekJ

[0, 1]
KRj�QRJ�i
ekj\KYKRe�OZ=/j6[EbÐ�

1

Γ(1/2)2
√

θ(1 − θ)
=

1

π
√

θ(1 − θ)
.

�
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 � Ã0�¼¿���� Ê�2���(-1%��}$46u�)%Ë©��2��$����q!�'}Ìq!�id%��#%2��M; � M0O`Å*QaVWSZM�Osf\iam��/x � QaeEz6p8egf
p8V�}�KNj�QaO*U�VWilKNQaVWq�j0KRVWekJ�eGfEO:QYiaKRQRVWJ0Xki#eE�BbWO:J0XEKNM

n
VWi#U�Osz6J�OTU�q��

Í Ò
(xn

1 )
∆
=

∫
dθ

[
ν(θ)

k∏

i=1

θni

i

a {∑
i<k

θi ≤ 1}
]
,
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M�OTQRO
ni

VWi�KNM�O�J/j�p�quO:Q*eE�`e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTihe_��KRM�O
i
KRM�[_bWP�M6[_q!OsKLia��p�quekb�VWJ�KRM�O�iaKRQRVWJ0X

xn
1

]3[EJ�U�VcJ�KNO:XEQN[_KRVWekJtKZ[Em_O:i*P�bW[ES:OheGfEO:Q ∑
i<k θi ≤ 1

^
M�VWbcO
θi ≥ 0

�HekQ
i < k

[EJ�U�KRM�O
S:eEJ/fEO:J�KNVcekJ

θk = 1 −
∑

i<k θi
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 �ÄÃ0�rf��m�'�6µPÎsÏ'Ði�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��½	�þ ¢ ���6µ�·gµ©²:°ªµs±-ýZµ

x
n
1

þ?³Eµs¶v¸E¹ �T�0¸��sµn� X þ ¢
·s²�¿?µ

k
·:¸��Ð²W·�¡�µZ·����6µ ¢ þ?¹´¹Wþ:��²´±�� ¢ þ?¶«�w°�¹�¸�Ñ

n 
 � Ã0� 
 r ÒVÓ {
x

n
1

}
=

Γ
(

k
2

)∏
i∈X Γ

(
ni + 1

2

)

Γ
(

1
2

)k
Γ
(
n + |X |

2

) .

� i
Γ(x+1) = xΓ(x)

]�KRM�OzÔ Õ x�STekJ�U�V�KNVWeEJ6[Eb�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK���eE�!ekq�iaO:Qaf�VcJ�X
Xn+1 = a

XkVcfEO:J
x

n
1

Vci

n 
 � Ã0� ` r Í Ò {
Xn+1 = a | Xn

1 = x
n
1

}
=

na + 1 + 1
2

n + 1 + |X |
2^
M�OTQRO

na
U�OTJ�eEKRO:i
KNM�OLJ/j�p�quO:Q
eE�Be\STS:j�QaQROTJ�S:OTi�eE�Bia��p�quekb

a
VWJ

x
n
1

�

£v2��$���'��æ�O�iRm_OTKNSZM�KNM�OsK�P�Qae\e_�`�HekQºKRM�O8q�VWJ6[_Qa��[_bWP�M6[_q!OsK=� F J�U0O:QLKNM�O8À�VcQRVWSZM0bWOTKp8V�}�KNj�QaO:iT]ªKRM6[EJ�m/i�KRevKRM�O��Hj0J�U6[Ep8O:J�KZ[_bDSTekJ�J�OTSTKRVWekJ�quOTK�^`O:OTJ�KNM�O�Á¯OTKN[8�Hj�J0STKNVcekJ�[_J�U
KNM0O\ÃL[Epvpv[#�Hj�J�STKRVWekJ-]_KNM0O¯P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��*eE�ª[�^`ekQaU�^
VcKRM

n1
e�S:STj�QRQaO:J�STO:i�eE�

1
[EJ�U

n−n1e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTi�e_�
0
�

∫ 1

0

Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
θn1+α1−1(1 − θ)n−n1+α2−1 dθ =

B(n1 + α1, n − n1 + α2)

B(α1, α2)
.

Á¯j0K

B(n1 + α1, n − n1 + α2) =

∏n
i=1(n − i + α1)∏n1

i=1(n1 − i + α)
∏n−n1

i=1 (n − n1 − i + α)
B(α1, α2) .
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Θ
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R̂
(
n,x, Θ

)
≤ log

Γ(n + k
2
)Γ(1

2
)

Γ(n + 1
2
)Γ(k

2
)
≤ k − 1

2
log n − log

Γ(k/2)

Γ(1/2)
+ o(1/n) .

£v2��$���'� � M0O�p�[?}\Vcp�j�pwx�bWVcmEOTbWVWM0e\e�U#VWi3[_SZM�VWOsfkO:UL�HekQ3[�KRj�P�bWO
θ̂1, . . . θ̂k

KNM6[_K�p�[_KRSZM�O:i
KNM0OºO:p8P�VWQaVWS:[EbªU�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJveE�3KNM�O*iaOZ=/j�OTJ�S:O

x
n
1

]0bcOTK
ni
U�O:J0eEKNO�KRM�O*J/j�p�quO:Q�e_�Âe\STS:j�Q$x

QROTJ�S:OTi�eE��ia��p�quekb
i ∈ X VcJ

x
n
1

� � M�O�pv[?}\VWp�j�p bWVWm_O:bcVWM�e�e\Uo[Ep8ekJ�X�p8O:p8ekQa��bcO:iRi
iReEj�QRSTO:iYVWi�KNM/j�i

k∏

i=1

(ni

n

)ni

.

� M�OLQROTXkQROsKYeE�BKRM�OmÔ Õ x�p8V�}�KRj�QROºVci�KNM/j�i

log
Γ
(

1
2

)k
Γ
(
n + k

2

)∏
i≤k

(
ni

n

)ni

Γ
(

k
2

)∏
i≤k Γ

(
ni + 1

2

)
I�KYVWi#OTJ�ekj�XkM�KNe�SZM�OTSZm�KNM6[_K:�

k∏

i=1

(ni

n

)ni

≤
k∏

i=1

Γ
(
ni + 1

2

)

Γ(1
2
)

1

Γ
(
n + 1

2

) .

��e_KNO*KNM6[?K
QRVWXEM/Klx�M6[_J�U\x�iaVWU�O�S=[EJtq!OLQaOT^
QRV�KRKRO:Jt[Ei
∏k

i=1

[
(ni − 1

2
)(ni − 3

2
) . . . 1

2

]

(n − 1
2
)(n − 3

2
) . . . 1

2

=

∏k
i=1

[
ni(ni − 1

2
)(ni − 1)(ni − 3

2
) . . . 11

2

]

ni!

n!

n(n − 1
2
)(n − 1)(n − 3

2
) . . . 11

2

=

k∏

i=1

(2ni)!

22nini!

22nn!

(2n)!

=

k∏

i=1

(2ni)!

ni!

n!

(2n)!

=

∏k
i=1 [(2ni)(2ni − 1) . . . (ni + 1)]

(2n)(2n − 1) . . . (n + 1)
.
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� �YeEKNOtKNM6[?K�KNM0O:QRO�[EQRO�[?K�bcO=[EilK
ni(1− `/n)
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J/KRe

` = 1
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n
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=
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n + `
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