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M�OTJ�S:O

r(n) = 3.
� M0OhOTJ�S:e�U�VWJ0X8Vci

1100100 111 11 01 1100.
ø6ekQ#iRj0SZM�[�f_[EbWj�O*e_�

n
]�KNM�OLegfkOTQRM�O:[EU�Vci\=�j0VcKNO*iaVWXkJ0Vcz6S:[EJ�K=���c�

� OTJ�S:Os�HekQaKRM|^`O�^
VWbcb`STe\U�O�VcJ�KNO:XEO:QRi�j�iaVWJ�X�KRM�O�iRj0q\x�ekP\KNVWpv[�P�QaOTz0}\OTU{S:e�U�O�eE��bWOTJ�XEKRM
`(n) + 2 + 2`(2)(n).

1�2^]Â2BAhöÐA�D�_ZF59{Ck>�@Dð�í8Ck>3@Dð�í

� ekJ�iaVWU�OTQ#KNM�O*�HekbcbWeg^
VWJ�X�P�QRekq0bWO:pt�
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ÜTÍ\Ýk×:Þ
À�OTiRVcXkJ�[�S:e�U�O

(f, φ)
KNM6[_K½KZ[Em_O:i�[Ei½VWJ�P�j\K½^`ekQRU�i½XkO:J�OTQN[_KRO:Uwq��w[�pvOTp�x

ekQl��bWO:iai�iReEj�QRSTO*û
θ

VWJ�iaj�SZMt[h^¯[g�8KNM�[_K��HekQ`[EJ���SZM0ekVWSTOºeE�
θ
[Ep8ekJ�X�KNM�O

P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��tb�[=^
i*ekJ X ]ÂKRM�OwOs}\PuO:SsKNO:U�bWOTJ�XEKNM�eE� f(Xn
1 )
j�J�U�OTQhû

θ
VWi

^
V�KNM�VcJ
O(log n)

�HQReEp
nH(

û
θ)
]�VÐ�ÄO_��iRj0SZM�KNM6[_K

(f, φ)
M6[_i`QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss�

O(log n),
^
V�KNM�QROTiRPuO:SsK�KRev[_bWb�p8O:p8ekQa��bcO:iRi¯iRekj�QaS:OTi:�

� M�O�P�bWj0X_x�VcJ�[EP�P�Qae�[ESZM�P0QRe�S:O:OTU�i�q���z6QaiaK�O:ilKNVWpv[_KRVWJ�X�û
θ

j�iRVcJ�X8KRM�OLO:p8P�VWQaVWS:[Eb�U�VciaKNQaV�x
q�j0KRVWekJtû

θ̂

]6V»�¼OE�
û

θ̂{a} =
1

n

∑

i≤n

a
xi=a ,

O:J0S:e�U�O*[�QROTP�QROTiROTJ/KN[_KNVcekJ�eE�Dû
θ̂

n j�iRVcJ�Xw[�P�QaOTz0}�S:e�U�Ogr`[EJ�U�KNM0O:J�S:e�U�O
Xn

1

j�iaVWJ�X�û ⊗n

θ̂[Ei�KNM0OYSTe\U0VWJ�X*U�VciaKRQRVWq0j0KNVcekJ��B��eEKRO
KRM6[_K�^`O#KZ[Em_O�[EU\fE[_J/KN[EXkO#eE�uKNM0O
�5[_STK�KNM�[_K � j0�!p�[_J
S:e�U�VcJ�X8[EJ�Ut[EQRV�KNM�p8OTKRVWSºSTe\U0VWJ�X�KN[EmEOLiReEj�QRSTOhU�VciaKRQRVWq0j0KNVcekJ�i#[Ei
P6[_QN[Ep8OTKRO:QRiT�
� iaiRj�p8O`KRM6[_K½VWJLKNM�O`b�[EilK½ilKNO:Ph^¯O�j0iRO�[_QRVcKRM�p8OTKNVcS�S:e�U�VWJ�X0� � M�OTJw[ESTS:ekQaU�VWJ�XYKNeYKNM�O`P�QRO~x
f�VWekj0iYQaO:pv[EQRm/iT]�KNM�OLQROTU�j�J�U�[EJ�ST�teE�DKNM0O�STe\U0OL^
V�KNMtQROTiRPuO:STKYKNe8û

θ

VWi#j�P�PuO:Q$x�quekj�J�U0O:U
q��

D(
û n

θ ‖
û n

θ̂
)n M0O:QROL^`O�S:eEJ�iRVcU�O:Q#KNM0OhVcp�[EXEO*eE��û

θ
ekJ�KRM�O�z�QRiaK

n
ia��p�quekbWiNr�P�bWj�i
KNM0OhbcO:J�XEKRM�e_�½KNM0O

QROTP�QROTiROTJ/KN[_KNVcekJteE��û
θ̂

�
��e_KNO�KRM6[_K�KRM�O�b�[?KRKNOTQ�pv[=�{quO�QROTP�QROTiROTJ/KRO:U�q�� |X | − 1

J/j�p�quO:Qai��HQRekp {0, . . . n}.� OTJ�S:O_]uû
θ̂

pv[=��q!O*QaO:P�QaO:iaO:J�KNOTU�q��

(|X | − 1)(dlog2(n)e + 2 log2(1 + log2(n)) + 1)
q�VcKRi:]

j�iaVWJ�X8[wiRVcpvP�bcOºP�QaOTz0}tSTe\U�O*�HekQ�KRM�OLVWJ�KNOTXkO:Qai n iROTO 	 }\OTQRS:VciRO=rs�
� e�SZM0O:SZm�^
M�OsKNM�OTQ8eEj�Q�Xke�[_b�VWiw[_SZM�VWOsfkO:U-]�^`O�Çaj�iaK�M6[=fEO�KRe�J�eEKNVcS:O�KRM6[_K�[_i�û

θ̂

Vciw[
ä�[?}\Vcp�j�pwx$å3VWm_O:bWVcM�e�e\U8O:ilKNVWpv[_KRekQ:�½�HeEQ#O=[ESZM

xn
1

]

− log

û
θ̂{xn

1}û
θ{xn

1}
≤ 0

� OTJ�S:O_]��HekQ�pvOTpvekQl��bWO:iaihiaekj�QaS:O:i�eGfEO:Qw[_bWP�M6[_q!OsKNi�e_�#iRVcd:O
d + 1

]½KRM�O�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss�®eE�
P�bcj�X_x�VcJ�S:ekp8P�QaO:iRiaekQRi
Vci#bWO:iai#KNM6[EJ

(|X |−1)(dlog2(n)e+2 log2(1+log2(n))+1) = (|X |−1)(dlog2(n)e)+o(log n)
q�VcKRi:�

� M�Vci�QROTU�j�J�U6[_J�ST�®iRM�ekj0bWU�quO�S:eEpvP6[_QRO:U�^
VcKNM�KNM�O�eEP0KNVcp�[Eb�[=fEO:QN[_XkO�S:e�U�OTbWO:J0XEKNM��HekQ
^`ekQRU�i�e_�ªbWO:J0XEKNM

n.
Á`��¾\M6[_J�J�ekJwJ�eEVWiROTbWOTiRi�STe\U�VcJ�X�KRM�O:ekQaO:pt]_KRM�O#b�[_KaKNOTQBquO:bcekJ�XkiDKNeºKNM0O

VWJ�KRO:Qaf_[Eb
[nH(Pθ), nH(Pθ) + 1].

� OTJ�S:OLKNM0OhQaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��e_��ekj�Q#K�^`e_x�ilKNOTP�i�^`ekj�bcU\x�quO
j�J�V�fkOTQRiN[_b3S:e�U�O:Q
VWi#p�j�SZM�iap�[_bWbWOTQ¯KNM�[EJ�KNM�O�[=fkOTQN[EXkO�ekP0KRVWpv[EbuS:e�U�O:bcO:J�XEKRM��
æ�O�p�[=��J6[_KRj�QN[Ebcbc��^`ekJ�U�OTQº^
M�OTKRM�O:Q*iaj�SZM®[vQRO:iaj�bcKºS:ekj�bcU�q!O�Os}�KNOTJ�U�O:U�KNe�p8ekQaO�iRe?x
P�M�VciaKRVWS=[?KNO:U�p8e\U0O:bWi n �HekQ�O~}�[_pvP�bcOYä�[EQamEegfwSZM6[EVcJ�i�eE�!ekQRU�OTQ

k
rs�Dæ®O
iaM�ekj�bcUv[_bWiReLSZM�OTSZm
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^
M�OsKNM�OTQ�iRj0SZMê[|QaO:U�j0J�U6[EJ�Ss��S=[EJâq!O�[ESZM�VcOTfkOTU.^
VcKRM�ekj0KtQaO:iReEQaKNVcJ�X�KNe{ä�[?}\VWp�j0p�x
å3VWm_O:bWVcM�e�e\U\x 	 iaKNVcp�[?KNekQai:�Lø½VcJ6[EbWb��k]u^¯Ow^`ekj�bWU�bcVWmEOhKNet[=fkekVcU�[�K�^`e_x�P�[EiRiLp8OTKNM0e\U�]Â[_J�U
PuO:Qa�HeEQRp STe\U0VWJ�X�VWJ�ekJ0O�P�[EiRiT�

ced���2*(-��4:�  �gf�� � M�O:SZm8KNM6[_K�KNM0Oºp�[G}0Vcp�j�p'bcVWm_O:bWVcM�e�e\UwOTiaKNVcp�[?KNekQ�S:ekVcJ�S:VcU�O:i�^
VcKRM�KNM0O
O:p8P�VcQRVWS:[Eb½U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ n KRM�VWi*S:[EJ�q!Owf�VWOs^¯OTU�[Ei�[�S:ekJ�iaOZ=/j�OTJ�S:O�e_�`KRM�O�P!ekiaVcKRVcf�VcK���eE�
QROTb�[_KRVcfEO*O:J�KNQaekP���r~�

1�2ih�2Bj�ð�@BAD9B@Âì69DC�F5ð�í

å3OTKhj�i�VWJ�KNQae\U�j0S:O�iRekp8O�S:QaVcKNOTQRVW[�KRM6[_KhS:ekj0bWU�q!O�j�iaO:U®KRe�[EiaiROTiRi�KRM�O�P!OTQa�HekQap�[EJ0S:O�eE�
j�J�V�fkOTQRiN[_b\STe\U�VcJ�XYiRSZM�OTpvOTi:��I�J�KNM�VciBiaO:STKRVWekJ

Θ
U�OTJ�eEKNOTi�[ n S:eEpvP6[_STK~r�iaj�q�iROsK�eE��k k KNM6[?K

P6[EQR[Ep8OTKNQaVWdTO:iY[8STb�[Eiai
eE��iaekj�QRSTO:i
(
û

θ)θ∈Θ

�
f
U�OTJ�eEKRO:iº[�bWeEiRiRbcO:iai�j�J0Vi=/j�OTbc��U�OTS:e�U6[Eq�bcO

S:e�U�VcJ�Xw�Hj�J�STKRVWekJ-�

1�2>h�2Ð462ml ïÂ>�ñ½öHì�÷Âí�ôB<_ís; Æ � M0O
n
x»KNM�ekQaU�O:Qº¶NµRÿE°�±uÿ�¸E±-ýn	�eE�

f
^
VcKRM�QROTiRPuO:STK#KRe

θVWi#U0OTz6J�OTU�[EiT�

R(n, θ, f)
∆
=

<
θ

[
`(f(Xn

1 )) − log
1û

θ{Xn
1 }

]
.

� M�O�pvVcJ�VWpv[?}�f�VcOT^
PuekVWJ�K`p�[=��quO�U�OTiRS:QaVWquO:U�[_i¯X�[Ep8OYq!OsK�^¯OTO:J�[hSTekp8P�QROTiRiReEQ�[EJ�U�[EJ
VWJ\èª[_KNeEQ:� � M�O�STekpvP0QRO:iaiRekQYz6QRilKºSZM�e�ekiaO:i*[�STe\U0VWJ�X8�Hj�J�STKRVWekJ

f
[EJ0U�KNM�OTJ�KNM0O�VWJ\èª[_KNeEQ

SZM�e�ekiROTiD[
iaekj�QaS:O
θ
iReY[Ei�KRe#p�[?}\VcpvVcd:OBKRM�O�[=fkOTQN[EXkO�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss�LeE�

f
� � M�O�S:ekp8P�QROTiRiaekQ

S:eEj�bWULquO`[
U�VcXkVcKN[Eb_bcVWq�QR[EQa��pv[EJ6[EXkOTQÂ[EJ�ULKNM�O�VcJ0èª[_KRekQ3[#f\VcS:Vcekj�i�^
QRV�KNOTQ�KNM6[_KDPuekiRiaO:iaiRO:i½[
S:eEbWbWOTSTKRVWekJveE�D[Ej0KRekp�[?KNVWSYQN[_J�U�ekp8VWdTO:U�K���PuOT^
QRV�KNOTQRi#QROTP�QROTiROTJ/KRVWJ�XwKRM�OºPuekiRiaVWq�bcO�iReEj�QRSTO:i
[EJ�U�[Eb�^�[=��i
SZM�e\eEiRO:i
KNM0OL^`ekQaiaK
K���P!Os^
QRVcKRO:QT�
������������������  �po0�����\�rq!������qs&�dt2���"$#��%"'&%�%(*)$;3À�Osz6J�O*KNM�O

n
x�KNM�ekQaU�O:Q#p8VWJ0VWpv[?}8QRO~x

U�j�J0U6[EJ�Ss��eGfEO:Q
KNM�OLSTb�[Eiai
Θ
[EiT�

R̄(n, Θ)
∆
= inf

f
sup
θ∈Θ

<
θ

[
`(f(Xn

1 )) − log
1û

θ{Xn
1 }

]

= inf
f

sup
θ∈Θ

R(n, θ, f) .

Á¯j0K�VWJ\èª[_KNeEQ
[EJ�U�STekp8P�QROTiRiReEQYpv[=��P�b�[=��[�U�V��-OTQRO:J�K�X�[Ep8OE]�^
M�OTQRO�KNM�OLVWJ\èª[_KNeEQYP0b�[=��i
z6QaiaK
q���P�VcSZm/VWJ�X�[_K�QN[EJ�U0ekp eEJ�O*QN[EJ0U�ekp8VWd:OTU�K���P!Os^
QRV�KNO:Q#VcJ�M�Vci�S:ekbcbWOTSTKNVcekJ�[ESTS:ekQaU�VWJ0X
KNe8[wU�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ

µ
]0KNM0O�STekp8P�QROTiRiReEQYpv[=��ekP0KRVWp8VWdTO

f
^
VcKRM�QRO:PuO:SsK�KRe

µ.

� iaiRj�p8O�KNM�[_K
Θ
p�[=��q!O�P0QRegf�VWU�OTU�^
V�KNM�[

σ
x�[EbWXEO:q�QR[�[EJ�U�[�P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��tpvO:[EiRj�QaO

µiRj0SZM�KNM�[_KYû
θ{xn

1}
VWi#p8O=[_iRj�QR[Eq�bWO_�
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�!�7qs&%2�uv� � KRM�VWi8VWi�ekq�f�VWeEj�ivV��

Θ
Vciwz6J�VcKROE]¯[EJ�U{QaOZ=/j�VcQRO:i�[�bcVcKRKRbWO�q0VcK8S=[EQaO�V��

Θ
Vci

quekj�J�U�OTU�iRj�q�iaOTK�eE�
R

d ��ø6ekQºO~}0[EpvP0bWO�V���^¯O�S:eEJ�iRVcU�O:Qºp8O:p8ekQl�\bcO:iaiºiRekj0QRS:OTiLeGfEO:Q*KNM0O
q�VcJ6[EQa�®[EbcP�M6[EquOTK {0, 1}, KNM�O�iaOTK�eE��P�QReEq6[Eq�VcbWVcKRVWOTihegfkOTQ {0, 1} VWiwP6[EQR[Ep8OTKNOTQRVcd:O:U�q��fkOTSTKRekQRi

θ ∈ R
2 iaj�SZMvKRM6[_K θ[1] > 0,θ[2] > 0

[EJ�U
θ[1]+θ[2] = 1,

ekQ�OTfEO:Jvq/��O:bWOTpvOTJ�KNi
eE�

[0, 1]
��I�J�KRM6[_K*S:[EiRO�P�j0KaKNVcJ�X�[�P�QReEq6[Eq�VcbWVcK��tekJ

Θ
]Â[_pvekj0J/KRi�KNe�P�j\K�[�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK��

ekJoekJ
[0, 1]

� � M0O�p8ekiaK8ekq�f�VWekj0ivSZM�eEVWS:O n q0j0K�J0eEKvKRM�O�p8ekilKvVcJ�KNO:QaO:ilKNVWJ0X/r�S:ekJ�iaVWilKNi
eE�DP�QaeGf�VcU�VWJ�X

[0, 1]
^
V�KNM�KRM�O*j�J�V��HekQRpáP�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��vU0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ n å3O:quO:iRXEj�OLpvO:[EiRj�QaOgr~]

q�j0K�[_J/��P!eEiRVcKRVcfEO�VWJ�KNOTXkQN[_q�bWO¯�Hj0J�STKRVWekJ
f
eEJ

[0, 1]
iaj�SZM8KRM6[_K ∫

[0,1]
f(x) dx = 1,

U�Osz6J�O:i
[wP�QReEq6[Eq�VcbWVcK��

µ
ekJ

[0, 1]
KRM�QReEj�XkM

µ{A} =

∫

A

f(x) dx =

∫

[0,1]

1A(x) f(x) dx .

I�J�KNM�O�b�[?KRKNOTQºiRV�KNj6[?KNVWeEJ�]
f
VWi*S:[EbWbcO:U�KNM0O8U0O:J�iaVcK���eE��KNM0O8P0QRekq6[_q�VWbcVcK���U�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJ

µ
�

� M�Vci�STekJ�ilKNQRj0STKNVcekJ�U0e\OTi`J�e_K`O~}\M6[Ej�ilK`KRM�O�iaOTK`eE��P0QRekq6[_q�VWbcVcK��hU�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJ�i�egfEO:Q
[0, 1]

]
�HekQ�O~}�[_pvP�bcOE]�VcK�U�e�O:i�J�e_K�U�O:iaS:QRVcq!O�KRM�O�U�VWiaS:QROsKNO�P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��{U�VciaKRQRVWq0j0KNVcekJ�iv^
M0VWSZM
iRj0P�P!eEQaKYiROsK�Vci#VWJ�STbWj�U0O:U�VWJ

[0, 1]
�

I�J�KRM�O�iaOZ=/j�O:b
µ
U�OTJ�eEKRO:i#[�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK��wU0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�egfkO:Q

Θ.
I�K`^
VWbcb6q!O�S=[EbcbWO:Uv[hP0QRVWeEQ

U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ�egfkOTQ
Θ
]-eEQº[�P�QaVWekQT� � iRiaj�pvVcJ�X�KRM6[_K

Pθ{xn
1} = P n

θ {xn
1}
VWi�pvO:[EiRj�QR[Eq�bcO

w ^
V�KNM�QaO:iaP!OTSTK#KNe
µ x n KNM�O�b�[_KaKNO:Q`Os}\P�QaO:iRiaVWekJ�Vci¯J�eEK¯KNO:SZM0J�VWS:[EbWb��vSTekQRQaO:SsK~rs]0VWp8P�bWVcO:i�KNM6[?K

µ
U�OTz�J�O:i�[8P0QRekq6[_q�VWbcVcK��8U�VWilKNQaVWq�j0KRVWekJ�iR[=�

Qn egfEO:Q X n :

Qn{xn
1} = Eµ [P n

θ {xn
1}] .

I�� X = {0, 1} [EJ0U µ Vci�U�Osz6J�OTU�q/��[8U�O:J�iaVcK��tekJ
[0, 1],

V��
n1

U�O:J0eEKNOTi�KNM0O�J/j�p�quO:QYeE�
e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTi�e_�

1
VWJ

xn
1

�

Qn{xn
1} =

∫

[0,1]

(
n∏

i=1

Pθ{xi}
)

f(θ) dθ =

∫

[0,1]

θn1(1 − θ)n−n1 f(θ) dθ.

y J�OºS:[EJ�SZM�O:SZmvKNM6[_K
(Qn)n

U�Osz6J�O:iY[�STekJ�iaVWiaKRO:J�K#�5[Ep8VWb��weE�DP�QReEq6[Eq�VcbWVcK���U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�i
egfkOTQ¯KNM�O�iROsK#eE��^`ekQRU0i�egfkO:Q�[EbWP�M�[Eq!OsK X � � O:J�STO (Qn)n

U0OTz6J�OTi#[�iaekj�QRSTOºegfkOTQ X ]\q�j\KKNM0VWi#p8V�}�KNj�QaO*eE�BpvOTpvekQl��bWO:iai#iRekj0QRS:OTi�Vci#J�eEK
p8O:p8ekQa��bcO:iRiT�c���
������������������  �po0�  �z�|{~}$��2-&-����2���"$#��%"'&%�%(*)�.0����1�2���4:5���('������5�2�����2�; � M�O
¸E³Eµs¶a¸���µL¶NµRÿE°\±uÿ�¸E±-ýn	���²����t¶NµZ·��6µZýn�~��þ

µ
VWiT�

R(n, Θ, µ)
∆
= inf

f

<
µ

[ <
θ

[
`(f(Xn

1 )) − log
1û

θ{Xn
1 }

]]
.

� J0UtKRM�O
n
x�KRM�ekQRU�OTQ
p�[?}\VcpvVcJ�[=fkO:QR[EXkOLQROTU�j�J�U�[EJ�ST��QR[_KNOLVci:�

R(n, Θ)
∆
= sup

µ
R(n, Θ, µ).

� bWO:[EQRb����HekQ
[_bWb
µ
] R(n, Θ, µ) ≤ R(n, Θ)

]6[EJ0UtKRM�j0i:�

R(n, Θ) ≤ R(n, Θ)
� M�ekiaOhU0OTz6J�V�KNVcekJ�i
[EbcbWeg^�j�i#KNew�HekQRp�j�b�[_KRO*[wbWVciaK#eE�%=/j�O:ilKNVcekJ�i:�
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×:ÝML�Ê?Ý�Ñ/Ê?ÜgÓÔ×TÞ
� � eg^â[EQRO R(n, Θ)

[_J�U R(n, Θ)
QaO:bW[_KNOTUv^
VcKRM�KNM0OºQN[_KRO�eE�ÂSTekJ�fkOTQRXkOTJ�S:O*eE�

O:ilKNVWpv[_KRekQRi¯�HeEQ
Θ � � QaOtKRM�O�pv[?}\VWp8VWJ�[EJ0U{p8VWJ�Vcp�[?}�[=fkOTQN[EXkO�QRO:U0j�J�U6[EJ0ST�o[Eia��p8P0KNe_KNVWS:[EbWb��

OZ=/j�V�fE[_bWO:J�K �` I�iºVcK�P!eEiRiRVcq�bWO�KNe�[EP0P�QRe�[_SZM�KNM�Owpv[?}\VWp8VWJ�[EJ�U�p8VWJ�Vcp�[G}t[=fkO:QR[EXkOwQaO:U�j�J�x
U6[EJ�Ss��QN[?KNO:i
j�iaVWJ�Xw�HO:[EiRVcq�bWO*STe\U�VcJ�X�iaKRQN[_KRO:XkVcO:i �

��1%����2���q  �po0� ` ������5T����qs&%������)�����q!�id%��#%2���4�.�����1�2���4:5���('������&�}���2-&-���
2���"$#��%"'&%�%(*)%�P�'�6µ�¸E³Eµs¶a¸���µ�¶NµRÿE°�±uÿ�¸E±-ýn	���²�����¶NµZ·��6µZýn����þ��u¶~²»þ?¶

µ
þ?³Eµs¶����6µ�·gµn�

Θ,
R(n, Θ, µ)

²W·�¸�ý���²»µs³EµRÿB�Z	B���6µz�w²^ V�Ð°�¶Nµ\�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��
	
Qn þ?³Eµs¶ X n ÿ�µ�¡�±-µRÿP�Z	

Qn{xn
1} = Eµ [P n

θ {xn
1}]¢ þ?¶h¸E¹´¹

xn
1 ∈ X n.

� M�OLP�Qae\eE�BVWi
[wiaVWp8P�bWOºSTekJ�iaOZ=/j�O:J0S:O�eE�DKNM0O�J0ekJ\x�J0O:X�[_KRVcf�VcK��veE�BQROTb�[_KRVcfkO*OTJ�KNQReEP/�E�

£v2��$���'�`å3OsK
Qµ
U�O:J0eEKNOLKNM�OLP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��8ekJ X n U0OTz6J�OTU�q��u�

Qµ {xn
1} = Eµ [P n

θ {xn
1}] = Eµ

[
Eθ

[ a
{xn

1}
]]

,

Qµ

VWiLS=[_bWbWOTU�KNM�O�p8V�}�KNj0QROwXkOTJ�O:QR[_KNOTU�q��
µ.
å3OsK

ε
U�O:J�e_KNOv[�J0ekJ\x�J0O:X�[_KRVcfEOwQRO=[_b»]�KNM0O:J

KNM0O:QROLO~}0VciaKRi�iaekpvO*STe\U0VWJ�XwP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��
Qn ekJ X n iRj0SZM�KNM�[_K��

R(n, Θ, µ) ≥ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

+ log
Qµ {Xn

1 }
Qn {Xn

1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
+ Eµ

[
Eθ

[
log

Qµ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]
− ε

= Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
+ D (Qµ ‖Qn) − ε

≥ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− ε .

� M�OLb�[_iaK#KNOTQRp Vci�KNM�O�[=fkOTQN[EXEOhQaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��eE�
Qµ

^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK�KRe
µ. �

� OTJ�S:O`^¯O#[_bWQRO:[EU0�Lm/J�eg^�KNM6[?K½KNM0O¯pv[?}\VWp8VWJLQROTU�j�J�U6[_J�ST�heE�ªekQaU�O:Q
n
M6[_i½KNM�O��HekbWbceg^
VWJ�X

�HekQap��

sup
µ

Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

I�KYS=[EJ�quOLSZM�O:SZm_O:U�KNM�[_K

µ 7→ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×:ÝML�Ê?Ý�Ñ/Ê?ÜgÓÔ×TÞ
VWi#STekJ�S:[gfEO�^
V�KNMtQROTiRPuO:STK
KRe

µ
n [Ei
iRM0ekj�bWU�quO�[EJ���VWJ0z�p�j�p egfEO:QYbWVWJ0O=[EQ¯�Hj0J�STKRVWekJ6[_bWiZr~�

ä�ekQaO:egfkOTQY�HeEQ
[EJ��
µ′ �

Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ′ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]

= −D(Qµ′‖Qµ) + Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]

^
M�VcSZM�OTJ/KN[EVWbci�KNM6[?K#�HekQ
[EJ���P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��
µ′ egfEO:Q Θ

�

0 6 Eµ′

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
− Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

å3VcKaKNbWO�S:ekp8P�j0KN[_KNVcekJ�i�QaOTfkO:[Eb3KNM6[?K#�HekQ
[EJ��
θ
�

D(P n
θ ‖Qµ) 6 Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµ {Xn
1 }

]]
.

� M/j�i
R̄(n, Θ) 6 sup

θ∈Θ
D(P n

θ ‖Qµ) 6 R(n, Θ) ,

^
M�VcSZM�OTJ/KN[EVWbci
R̄(n, Θ) = R(n, Θ)

1�2>h�2W1�2P¥�9D>6;GïÂð/<�ö5>�>�¦oì0;�ó®ì�CÂFÐó®FÐ9oëuð/<?í=ADí�ó�F59BF5ó®ìMC�2 ��eEKRO�KRM6[_K�SZM�e�ekiRVcJ�X
f
[EJ�UvKRM/j�i

`(f(·)) [Ep8ekj�J�KNi�KRehU�Osz6J�O�[hPuekiRV�KNVcfEO#fkO:SsKNekQ`VWJmk |X |n [_J�UvKRM6[_K�SZM�e�ekiRVcJ�X
µ
[EpveEj�J�KNiLKNetSZM�e\eEiROv[EJ®OTbWO:p8O:J�K�VWJ�[�STekJ�fkO~}®STekp8P6[ESTKhiRP�[ES:O n P�Qaekq6[Eq0VWbWV�KNVcO:iºegfkOTQ

P�Qaekq6[Eq�VcbWV�KNVWOTi�egfkOTQ½[#z6J�V�KNO�iRP6[ESTO`OE=/j�VWP�PuO:U�^
VcKRM�^`O=[EmLSTekJ�fkO:QaXkO:J0S:O¯KRekP!eEbWekXkVcO:iNrs�Â��eg^
QROTS=[EbcbÂ¾\VcekJ�ä�VWJ�Vcp�[G} � M�OTekQROTp��
��1%����2���q  �ro0�¼¿���§Âµn�

g
ÿ�µs±-þ:��µ�¸ ¢ °�±-ýn�Ð²»þ?± ¢ ¶Nþ:�¨�$þ��6þ?¹Wþ©�E²»ýR¸E¹½³EµZýn�$þ?¶�·��0¸�ýZµZ·

E × F��þ�kù·s°6ý������0¸��
g
²W·�ýZþ?±6³Eµª �¸E±uÿ�ýZþ?±T�5²´±6°ªþ?°�·z��²����t¶ZµZ·��6µZý«�¬��þ�²��´·¡�¶N·n�#¸E¶
�E°���µs±T�#¸E±uÿ

ýZþ?±-ýR¸E³Eµ�¸E±uÿ�ýZþ?±T�Ð²´±6°6þ?°�·®��²�����¶ZµZ·��6µZýn�¯�$þ�²��´·v·gµZýZþ?±uÿ�¸E¶
�E°���µs±T��°L¸?·Z·s°���µ
A ⊆ E

²W·
ýZþ:�±�0¸�ýn��°���6µs±

inf
x∈A

sup
y∈E

g(x, y) = sup
y∈E

inf
x∈A

g(x, y).

��e_KNO*KNM6[?K

(µ, Qn) 7→ Eµ

[
Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qn {Xn
1 }

]]

VWi�S:ekJ�S:[=fkO�^
VcKNM�QaO:iaP!OTSTKLKNe
µ
[EJ�U�STekJ�fkO~}�^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK*KNe

Qn ] Qn KN[EmEOTiLVcKNi�fE[_bWj�OTi
VWJt[wS:eEpvP6[_STK
iROsK=� � OTJ�S:OL^`Ohpv[=��J�eg^ STekJ�STbWj�U�O_�
��1%����2���q  �po0�gfM���'�6µ��8¸R k²��w²´±�¸E±uÿB���6µz�w²´±6²��8¸R �¶NµRÿE°\±uÿ�¸E±-ýn	v¸E¶Nµ�µ©²:°0¸E¹

R(n, Θ) = R(n, Θ).
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×Tà0Î�×sÒ$Þ
ø6QRekpüKNM�Vci � M�O:ekQaO:p [EJ0UtKRM�OLekP0KNVcp�[_bWVcK��8eE�Bp8V�}�KNj�QaO:i#^
VcKRM�QRO:iaP!OTSTKYKNe�KNM�OLpv[?}\VWp8VWJ
QROTU�j�J�U�[EJ�ST�E]6^¯O�XkOTK#KRM6[_KYVc�

µn

iRekb�fkO:i
KNM0O
n
KNM�pv[?}\VWp8VWJ�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss��P�QRekq0bWO:pt�

Eθ

[
log

Pθ {Xn
1 }

Qµn
{Xn

1 }

]
= R(n, Θ) = R(n, Θ) ,

KNM0O�eEP0KNVcp�[Eb!pvVy}�KNj�QaO
Qµn

OZ=/j6[_bWVWdTO:i#KNM0O�QaO:U�j0J�U6[EJ�Ss�k�
� M�VciYXEO:J�OTQN[Eb3QaO=[EiaekJ�VWJ0X8U0e\OTiYJ0eEK#KNOTbWb�j�i#^
M6[?K R(n, Θ)

Vci:�

132�´!2mj�ð�Du<Gð�;Gí

ø½VcJ6[EbWb���[EJ0eEKNM�OTQºJ�eEKRVWekJ�M6[Ei�QRO:STO:J�KNb���[_SZ=/j�VWQaO:U�O~}\KRQROTpvOhVWp8P!ekQlKZ[EJ0S:OE�YI�KºP0QRegf�VWU�OTi*[
q�QaVWU�XkO�quOTK�^`O:O:J�KRM�O�ilKNe�SZM6[EiaKRVWShpve�U�O:bcVWJ�X8[_KaKNV�KNj�U�O�eE��I�J\�HekQRpv[_KNVcekJ � M�O:ekQl��[_J�U�KNM0O
I�J�U�V�f�VWU�j6[_bÂ¾\OZ=/j�OTJ�S:OTi�PuO:QaiRPuO:STKRVcfEOE�
������������������  � ¤ �����!�r5��������'.0��46�µ2�����2�����; � M�O�p�[?}\Vcp�j�p P!ekVcJ�K�^
VWiRO�QaO:XkQaOTK�eE��[
S:e�U�O

(f, φ)
^
VcKNM�QaO:iRPuO:SsK�KRe8[�p8e�U�O:b

Θ
VWiT�

max
xn
1

max
θ∈Θ

[
`(f(xn

1 )) − log
1

P {xn
1}

]
.

� STe\U�VcJ�XºP�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��L[ESZM�VcOTfEO:i�pvVcJ�VWpv[?}LPuekVcJ/K�^
VciRO`QRO:XEQROTK�eGfEO:Q�^`ekQRU0i�eE�ªbWOTJ�XEKNM
n
VcKNi

pv[?}\VWp�j�páPuekVWJ�K�^
VciRO*QROTXkQROsK
VWi�p8VWJ0VWpv[Eb»� � M�O*�HekbcbWeg^
VWJ�XhOs}\O:QaS:VciROLiRM�eg^
i#KNM�[_K
S:e�U�VWJ0X
P�Qaekq6[Eq�VcbWV�KNVWOTiY[ESZM�VWOsf�VWJ�XvpvVcJ�VWpv[?}�PuekVWJ�K�^
VciRO�QaO:XkQaOTK*M�[gfEO�[�iRVcpvP0bWO�U�OTz6J0VcKNVcekJ�����eEKRO
KNM�[_K�KNM�O
p8VWJ�Vcp�[G}�PuekVcJ/K�^
VciRO#QaO:XkQaOTK�VWi�[?K�bWO=[_iaK�[Ei�b�[_QRXkO#[_i�KRM�O
pvVcJ�VWpv[?}�QaO:U�j�J0U6[EJ�Ss�
R̄(n, Θ).

� J���j0P�P!OTQ�quekj�J0U�ekJtKNM�O�P!eEVWJ�K�^
VWiaOhQaO:XkQaOTK�P�QRegf�VWU�OTi�[_J�j�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�ekJ
KNM0O�p8VWJ0VWpv[?}vQRO:U0j�J�U6[EJ0ST�k�
������������������  � ¤ �  �s� ¶���2�qs&$����·��7"�¸,&�d���q!#�q¨¹���u�������1%���$"�;¯åÂOsK

Qn q!OvU�OTz6J0O:U
[Ei

Qn {xn
1} =

maxP n P n{xn
1}∑

xn
1
∈Xn maxP n P n{xn

1}^
M�OTQRO|p�[?}\VcpvVcd=[_KRVWekJ�VWi�PuO:Ql�HekQRp8O:U�egfkOTQ®[Ebcb�p8O:p8ekQa��bcO:iRi�iaekj�QaS:O:i�egfkOTQ®[EbcP�M6[EquOTK
X .
� M�O�U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ

Qn VWi½S:[EbWbcO:U�KNM�O n
KNM��YekQRpv[EbWVcd:OTU�ä�[G}0Vcp�j�p å3VWm_O:bWVcM�e�e\U n ��ä�åDr

S:e�U�VcJ�X�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK��E�
��1%����2���q  � ¤ � ` �0�'�6µ�º�»�§ ýZþ:ÿE²´±��¼�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��
	®¸�ý���²»µs³EµZ·����6µ¼�w²´±6²��8¸R ¼�6þ?²´±T�½��²W·gµ
¶Nµ¾�E¶Nµn��°~��þ?¶NµZþ?³Eµs¶

Qn µ©²:°0¸E¹Ë²�¿?µZ·����6µL¶Nµ¾�E¶Zµn�#þ?³Eµs¶����6µ\�6þg·Z·s²½�:¹Wµs�¯þ?¶aÿ?·Z?

£v2��$���'�`å3OsK
Θ
U�O:J�e_KNOh[�p8e�U�O:b�iaj�SZM�KRM6[_K

∑

xn
1
∈Xn

max
P n∈Θ

P n{xn
1}
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É b!×Tà0Î�×sÒ$Þ
VWi�z�J�VcKROE]0KRM�O:Jt�HekQ
[EJ��

xn
1 ,
KNM�OLPuekVWJ�K�^
VWiaO*QROTXkQROsK�e_�

Qn ekJ xn
1

OZ=/j6[Ebci

log


 ∑

xn
1
∈Xn

max
P n

P n{xn
1}


 .

y J«KNM�O�eEKRM�O:Q�M6[EJ0U�]�bcOTK
Rn U�O:J�e_KNO�[EJ�eEKRM�O:Q�P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K��|ekJ X n,

�HekQ�iaekp8O�VWJ�P�j\K
xn

1R
n {xn

1} ≤ Qn {xn
1}
]0M�O:J�STO�KRM�OLQROTXkQROsK�e_�

Rn ekJ xn
1

VWi
b�[EQaXkO:Q`KNM6[EJ

log


 ∑

xn
1
∈Xn

max
P n

P n{xn
1}


 .

�

ced���2*(-��4:�  � ³ � � QRegf�VWU�O�[EJ�O~}\P�QROTiRiRVcekJ��HekQ�KNM0O�p8VWJ�Vcp�[?}�PuekVWJ�K�^
VWiaO�QaO:XkQaOTK��HekQ�pvOTp�x
ekQl�\bcO:iaiYiaekj�QaS:O:iYekJ�KNM�O*q0VWJ6[EQl��[EbcP�M6[EquOTK:�

æçM�OTJ�U�O=[EbcVWJ�X�^
VcKRM�p8O:p8ekQa��bWOTiRi�iRekj�QaS:OTiºegfkO:Qº[EbWP�M�[Eq!OsK X = {0, 1}, ^`O�pv[g�tOsfE[_b�xj6[_KRO*KNM�O�pvVcJ�VWpv[?}vPuekVWJ�K�^
VWiaOLQRO:XEQROTK:�¯ø6ekQ
[_J/�
xn

1 ∈ {0, 1}n ]6iRj�SZM�KRM6[_K#KRM�O:QaO�[EQaO n1e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTi�e_�
1
VWJ

xn
1

]�KNM�O*pv[?}\VWp�j0p bWVcmEOTbWVWM0e\e�U�Vci#OZ=/j6[Eb�KRe
(n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

.

� M�OTQRO�[EQROLO~}�[_STKNb�� ( n
n1

) ^`ekQRU�i#^
V�KNM�Os}0[ESsKNbc�
n1

e\STS:j�QaQROTJ�S:OTi�eE�
1
egfkOTQ

n
� � M�OLpvVcJ�V�x

pv[?}�PuekVWJ�K�^
VciRO*QROTXkQROsKYVWi�KNM/j�iYOZ=/j6[_b�KNe��

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
.

I�J�ekQRU0O:Q¯KRewXkOTKY[�j�iaO:Q$x��HQRVcO:J�U0bc�vj�P�PuO:Qlx�q!eEj�J�U�ekJ�KRM�VWi�O~}\P�QROTiRiRVcekJ�]6V�K#VWi�j0iROT�Hj0b-KNewj�iaO
KNM0O � ekq�q0VWJ�i$xl¾�KRVWQRbcVWJ�X�[EP�P�Qae=}0Vcp�[?KNVWeEJ�i¯KNewKRM�O*�5[ESTKRekQRVW[Eb»� � M�VWi#bcO=[EU�i#KRe��

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

6
1√
2π

√
n

n1(n − n1)
e1/(12n+1) .

��eg^
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

6
1√
2π

e1/(12n+1)
n∑

n1=0

√
n

n1(n − n1)

6
e1/(12n+1)

√
2π

√
n

n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))

6
e1/(12n+1)

√
2π

√
n

n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))
.
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� OTJ�S:O

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
− 1

2
log n

6 log

(
e1/(12n+1)

√
2π

)
+ log

(
n∑

n1=0

1

n

√
1

(n1/n)(1 − (n1/n))

)
.

� M�OLiRj0pãVWJ�KNM�OLQaVWXkM�Kax�M6[EJ�U�x�iRVcU�OºVci
[EJt[EP�P�Qaeg}\Vcp�[_KRVWekJvKNe�KNM�O n � VWOTp�[_J�Jªr`VcJ/KRO:XkQR[Eb
∫ 1

0

1√
x(1 − x)

dx = π.

� OTJ�S:OwKRM�OwpvVcJ�VWpv[?}tPuekVWJ�K�^
VciRO�QaO:XkQaOTK n [_J�U�KNM�Owp8VWJ0VWpv[?}tQROTU�j�J�U6[_J�ST�0rºiN[_KRVWil�´��KNM0O
�HekbcbWeg^
VWJ�X�QRO:bW[_KNVcekJ�i

log

(
n∑

n1=0

(
n

n1

) (n1

n

)n1

(
n − n1

n

)n−n1

)
6

1

2
log
(nπ

2

)
+ o(1) .

� M�VciBP�Qaegf\VcU�O:iD^
VcKRM�[EJhVWp8P�QRegfkOTpvOTJ�K½egfkOTQBKRM�O¯J6[_VcfkO�quekj�J�UhU�O:QaVcfkOTU��HQReEp KNM�O`P�bWj�X?x�VWJ
KNOTSZM�J�V>=�j0O n [EJ�VcpvP0QRegfkOTpvOTJ/K�q/��[h�5[ESsKNekQ`eE�

2
r~� � S:bcekiRO�VWJ�iaP!OTSTKRVWekJ�e_�3KNM�OºSTekp8P�j0KZ[Gx

KNVcekJ�i�iRM�eg^
i�KRM6[_K�KNM�O�j�P�PuO:Qlx�q!eEj�J�U�Vci`KNVcXkM�K`�HeEQ`PuekVWJ�K�^
VciROYQRO:XEQROTK:��I�K�S:[EJ�quO�SZM�OTSZmEO:U
KNM�[_K*KNM�Vciºj�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�Vci*[EbWiae�KNVcXkM�Kº�HekQ*p8VWJ�Vcp�[?}tQaO:U�j0J�U6[EJ�Ss�k�8ä�eEQRO:egfEO:Q*KNM�OTQROwVci
J�eEKRM�VWJ0X�iRPuO:STV�[EbD^
VcKNM�KNM�O�K�^`e_x�ia��p�quekbWi*[_bWP�M6[_q!OsK=� � M�O�QaO=[EiaekJ�VcJ�X�S:ekj0bWU�M6[=fEOwq!OTO:J
S=[_QRQRVcO:U�ekj0K#�HeEQ#b�[EQaXkO:Q
[EbcP�M6[EquOTKRi:]�V�K#^¯eEj�bWU�M6[=fkO�bWOTU�KNe�j�P�PuO:Q$x�quekj�J�U�i
eE�DKNM0OL�HeEQRp

(d − 1)

2
log(n) + log

Γ(1/2)d

Γ(d/2)
+ o(1) .

� M�O�z6QRilK�KNM�VcJ�X�KNe�J�eEKRVWS:O�Vci�KNM�O
(d − 1)/2 log(n)

KRO:Qap���I�K8iRM�eEj�bWU�quOtSTekp8P6[EQROTU
^
VcKRM«KNM�O

d log n
KNOTQRp U0O:QRV�fkOTUâ�HekQ�KRM�O�P�bWj�X?x�VWJ«STe\U0OE� � M�VWi�U�VciRS:QaO:P6[_J�ST�çS:[EJâquO

VWJ�KRO:QRP0QROTKRO:U�VWJ�KNM�OL�HekbcbWeg^
VWJ�Xh^�[=�u�`^
M�OTJ�q�j�VcbWU�VcJ�X�KNM0O�P0bWj�X_x�VWJ�STe\U�OTi:]ª^¯O�S:e�U�OTU�KNM0O
QN[?KNVWeEJ6[Eb�J/j�p�quO:Qai¯U�Osz6J�VcJ�X�KRM�OYp�[?}\Vcp�j�p bcVWm_O:bWVcM�e�e\UwOTiaKNVcp�[?KNekQ�^
V�KNM8M�VWXkMv[ESTS:j�QR[EST�E]
^`O�STekj�bcUtM�[gfEOLiROTKlx�j�Pt[wiRVcOTfEOL�HeEQ#J�j0p�q!OTQRi

0, 1/n, 2/n, . . . , 1
^
V�KNM�p8O:iRM

1/
√

n
[_J�U

[EP�P0QRe=}\VWpv[_KNOTULKRM�O�S:e�OE[8S:VcO:J�KNiDeE�\KNM�O�pv[?}\VWp�j�pâbWVcmEO:bcVWM�e�e�UºO:ilKNVWpv[_KRVWekJºq��*KRM�O`STbWekiaO:ilK
O:bcO:p8O:J�KhVWJ�KRM�O�iaVWOsfkOE� � e\U0VWJ�X�[�PuekVWJ�K�VWJ�KNM�OviRVWOsfkO�QaOZ=/j�VcQRO:ihQRekj0XkM�bc� 1

2
log n

q�V�KNiT]
[EJ�U�^`O�U0evJ�e_K
bWe�ekiROºKRe8p�j�SZM�q���QaO:P�bW[ES:VcJ�X

θ̂
q���VcKNi
[_P�P�QRe=}\VWpv[_KRVWekJ��

� M�O�p�[?}\Vcp�j�p PuekVcJ/K�^
VciRO�QROTXkQROsK�eE�w�ºä�å'STe\U�VcJ�X|P�QRekq�[Eq�VWbcVcKRVWO:i�P�QRegf�VWU�OTi�quO:J0SZM\x
pv[EQRm/i:��Á¯j0K8��ä�åâP0QRekq6[_q�VWbcVcKNVcO:ih[EQRO�pvekilKNb��®eE�
KRM�O:ekQaOTKRVWS=[_b¯VWJ�KRO:QROTiaK:��KNM�Os��U�e�J�e_K
U�Osz6J�Ow[8S:ekJ�iaVWilKNO:J�K��5[EpvVcbc��eE��P�Qaekq6[Eq�VcbcK���U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�iT� � M�VWi�VWiYekJ�O�eE��KNM0O�QRO:[EiReEJ�i
^
M���pvVy}�KNj�QaO*S:e�U�O:QaiYM�[gfEO�[?KRKNQR[ESTKRO:U�iRj0SZM�p�j�SZM�[_KaKNO:J�KRVWekJ��
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ÖG×:Í�ÎWØ�É´É ÁvÓ Û?Ò�L�Î�×LÜsÍ0Ý\Ó ÊGà
1�2iÂ�2�é F�C�;GAÂ<Gð�Ck>�@BF59�D

å3OTKhj�i�J�eg^áOs}0[Ep8VWJ�O�Xke�e\U�j�J0VcfkOTQRiR[Eb`STe\U0VWJ�XtP�QReEq6[Eq�VcbWVcKRVWOTi��HekQLVWJ�KNOTQROTiaKNVcJ�Xtpve�U�O:bci:�
� M�O�z6QRilK�p8e�U�O:b

Θ
KNetq!O�S:eEJ�iRVcU�O:QaO:U®Vci*KNM�O8S:bW[EiRiLeE�¯pvOTpvekQl��bWO:iai*iRekj0QRS:OTi�egfkOTQhKRM�O

z6J�V�KNO�[EbWP�M�[Eq!OsK X � I�JoKNM�O�bW[EJ�Xkj�[EXkOteE�*KNM�O�P�QROsf\Vcekj�iviRO:SsKNVcekJ�KNM�Vci�Vci�[ |X | − 1
x

U�VcpvOTJ�iRVcekJ6[EbªP6[EQR[Ep8OTKNQaVWSYpve�U�OTb»�Bæ�O�^
VcbWbªq!O�iN[_KRVWiaz�O:U�Vc�-^¯O*S:[EJ�z6J�U�[�STe\U0VWJ�XhP�QRekq�x
[Eq�VcbWV�K���úáiRj�SZM8KNM6[?K R(n, θ,

ú
)/ log2 n

KNOTJ�U�i�KNeg^¯[EQRU
(|X |−1)/2

[Ei
n
KRO:J�U�i�KReG^¯[EQaU

VWJ\z6J�VcK��E�

I�JLekQRU0O:Q�KNe#pv[Em_O�KNM�Vci�pvVy}�KNj�QaO�S:e�U�VWJ0X#iRekp8OTKRM�VWJ�X#j0iROT�Hj0b»]g^¯O�^`ekj�bcU�[EbWiae#bWVWm_O
Qn+1{xn+1

1 }KNe8quOhO:[EiRVcbc��STekpvP0j0KZ[Eq0bWO*�HQRekp
Qn{xn

1}.
æ�O�M6[=fkOhK�^`e�Xkek[EbWiT�¯[�S:ekp8P�j0KN[_KNVcekJ6[Eb�[EJ�U

[EJ�VWJ\�HekQRpv[_KNVcekJ\x»KNM�OTekQROsKNVWS:[EbªekJ�O_�

� M�O#�HekbcbWeg^
VWJ�X�P�QRVcekQ½U0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ�ekJ�P�Qaekq6[Eq0VWbWV�K���U�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJ�iBegfkO:Q�KRM�O�z6J�V�KNO
[EbcP�M6[?x
quOTK X = {1, . . . k} P�bW[=�\iY[wU�VciaKNVcJ�Xkj�VciRM�OTU�QRekbcO*VWJ�j�J�V�fkOTQRiN[_bDU�[_KZ[wS:eEpvP�QaO:iaiRVWeEJ��

� M�O
d
x�U�VWp8O:J0iRVWeEJ6[Eb6iRVcpvP0bWOs}8Vci`KRM�OºiRj0q�iROsK
eE��fkOTSTKRekQRi

u
�HQRekp

R
d U�Osz6J�OTU�q/� u[i] > 0�HekQ8[Ebcb

i, 1 6 i 6 d,
[_J�U ∑d

i=1 ui = 1.
	 [ESZMoO:bWOTpvOTJ�Kve_��KNM0OtiaVWp8P�bWO~}�U�Osz6J�OTi�[

P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��veEJ X ^
M�O:J |X | = d.

� O:S=[_bWb-KRM6[_K#KNM0O
Γ
�Hj�J�STKRVWekJ�Vci#U�OTz6J0O:U�q��u�

Γ(x + 1)
∆
=

∫ ∞

0

e−ttxd t,

[EJ�U«KRM6[_K
Γ(x + 1) = xΓ(x)

� � M�O,Ã�[_pvpv[��Hj�J0STKNVcekJ«VWJ�KRO:QRPuekbW[_KNOTivKNM0O��5[_STKNeEQRV�[_b
J/j�p�quO:Qai:��I�KwS:[EJ�[EbciRe�q!O�[_P�P�QRe=}\VWpv[_KRO:U�KRM6[EJ�m/i�KRe�KNM0O � eEq�q�VWJ0ilxl¾/KNVWQabWVcJ�X�q!eEj�J�U�iT�
ø6ekQ
[Ebcb

x > 0
�

n  � Ã0���Gr
xx− 1

2 e−x
√

2π ≤ Γ(x) ≤ xx− 1

2 e−x
√

2πe
1

12x .
� O:S=[_bWb3[EbciRewKNM�[_K

Γ(1/2) =
√

π
�

� M�OLquOTKZ[w�Hj�J�SsKNVcekJ
B(α, β)

VWi#U0OTz6J�OTU�q��

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

� M�O*�HekbcbWeg^
VWJ�X�QRO:bW[_KNVcekJ�iaM�VWP�P�bW[=�\iY[��Hj�J�U�[EpvOTJ�KZ[Eb�QaekbWO*VcJ�iRj�q�iaOZ=/j�OTJ/Kº[EJ6[Eb���iRVWiT�

B(α, β) =

∫ 1

0

θα−1(1 − θ)β−1 dθ .

¹���q!qs&  �ÄÃ0�>���-Ä ¢
X
¸E±uÿ

Y
¸E¶Nµ¯²´±uÿ�µ��6µs±uÿ�µs±T�!¶a¸E±uÿ�þ:��³?¸E¶~²5¸��:¹WµZ·�ÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��$µRÿL¸�ýZýZþ?¶aÿE²´±��

��þÆÅ
¸����8¸tÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��Ð²»þ?±0·��²����B�0¸E¶a¸���µn��µs¶Z·
α
¸E±uÿ

β,
���6µs±

X + Y
¸E±uÿ

X/(X + Y )¸E¶NµL²´±uÿ�µ��6µs±uÿ�µs±T��¶a¸E±uÿ�þ:� ³?¸E¶~²5¸��:¹WµZ·*ÿE²W·n�Ð¶~²½�:°��$µRÿ�¸�ýZýZþ?¶RÿE²´±�����þv¸ÇÅ
¸����8¸�ÿE²W·n�5¶~²½�:°��5²»þ?±
��²������0¸E¶R¸���µn��µs¶

α + β
¸E±uÿB�$þ�¸mÈ�µn��¸�ÿE²W·n�5¶~²½�:°��5²»þ?±Æ��²������0¸E¶R¸���µn��µs¶N·

α, β
?
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ÉËÊgÌHÍ/ÎÐÏºÑgÒNÓÔÍ\Ê�Õ
ÖG×:Í�ÎWØ�É´É ÁvÓ Û?Ò�L�Î�×LÜsÍ0Ý\Ó ÊGà
£v2��$���'� F J�U�OTQ�KNM�O
J�eEKN[_KNVcekJ�i�e_�uKRM�O
å3O:p8p�[\]EKNM�OBÇaeEJ/K�U0O:J�iaVcK��weE� X [EJ�U

Y
egfkOTQ

R+ × R+

VWi

xα−1yβ−1e−xe−y

Γ(α)Γ(β)
.

� M�O�VcJ/fEO:QaiRO�eE�wKNM0O�ekJ�Osx»KNe_x�ekJ�O�KNQN[_J�ia�HekQap�[?KNVWeEJ
(x, y) 7→ (x + y, x/(x + y))

Vci
(x′, y′) 7→ (x′y′, x′ − x′y′)

��I�KNi�Ék[_S:ekq�VW[EJ�M6[Ei�U0OTKNOTQRp8VWJ6[_J/Kv�−x′ � � O:J�STOvKNM0OLÇaekVcJ/K
U�OTJ�iRV�K���eE�

X + Y,
[EJ�U

X/(X + Y )
[_K

(u, v)
VWi

(uv)α−1(u − uv)β−1

Γ(α)Γ(β)
u e−uve−u+uv =

uα+β−1

Γ(α + β)
e−u Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
vα−1(1 − v)β−1

� M�O��5[ESTKDKNM6[?KDKRM�OÂÇaeEVWJ�KDU�O:J�iaVcK���S=[_J�quO��5[ESsKNekQaVWdTO:U�P0QRegfkOTiBKNM0O¯VWJ0U�O:PuO:J�U0O:J�STO¯eE�
X+Y[EJ�U

X/(X + Y )
�8ø6j�QlKNM�OTQRp8ekQROwV��`^`OvVcJ�KNO:XEQN[_KROwekj0KL^
VcKRM�QaO:iaP!OTSTK�KNe

u
]�^`O8QRO=[_bWVWdTO

KNM�[_K
Y/(X + Y )

M6[EiY[�Á¯OTKN[
(α, β)

U�O:J0iRVcK��E�
�

������������������  � Ã0�  �z�ÄÀ�VcQRVcSZM�bWOsK�U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ{egfkOTQ�KNM�O
d
x�U�VWp8O:J0iRVWeEJ6[Eb
iRVcpvP�bcOs}�;�åÂOsK

α ∈ R
d
+,
KNM0O¯À�VcQRVcSZM�bWOsKBU0VWiaKRQRVcq�j0KNVcekJ*egfkOTQBKNM0O

d
x�U0VWp8O:J�iaVWekJ6[_bEiRVcpvP0bWOs}º^
VcKNMhP6[EQR[EpvOsKNOTQ

α

M6[Ei
U�O:J0iRVcK��

Γ(
∑d

j=1 αj)
∏d

j=1 Γ(αj)

r∏

j=1

u
αj−1
j

�HekQ#OsfkOTQa�
u
VcJ�KRM�OLiRVcpvP�bcOs}!�

ø6ekQ�KNM0O
2
x�U�VcpvOTJ�iRVcekJ6[EbuS=[_iRO n KRM6[_KYVWi��HekQ�KRM�OLq�VWJ�[EQa��[EbWP�M�[Eq!OsK~r~]\KNM0O�U0O:J�iaVcK���OZ=/j6[_bWi

Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
θα1−1(1 − θ)α2−1 =

θα1−1(1 − θ)α2−1

B(α1, α2)
.

� iº[�iRPuO:S:VW[Eb½S:[EiRO�^`OwS=[_J�QRO:STegfkO:QºKRM�Owj�J�V��HekQRp P�QaVWekQ n ekQ�åÂ[EP�b�[_S:O�P0QRVWeEQZrYq���KZ[Em/VWJ0X
α1 = α2 = 1.

Á¯j\KhS:[EbWSTj�b�[?KNVWeEJ�^¯eEj�bWU�QROsfkO=[_b�KRM6[_KLV�KLU�e\OTiLJ�eEK�P!OTQa�HekQap OTiRiROTJ�KNV�[_bWbc�
quOTKRKRO:Q�KNM6[_JoKNM0O�J6[_VcfkOtP�bcj�X_x�VcJ�S:e�U�OE��I�J0U�O:OTU«À�VWQaVWSZM�bcOTK8P�QaVWekQai8P0QRegf�VWU�O�[EJ|M6[EJ�U0�
^¯[g��KRe�iRekb�fkO�ekj�QwSTekpvP0j0KZ[_KRVWekJ�[Eb¯P�Qaekq�bcO:p n ^
M6[_KROTfkOTQ8KRM�O�SZM�ekVcS:O�eE�

α

rs]�KNM�VciwVWi�[
S:eEJ�iROE=�j0O:J�STO�eE��STb�[EiaiRVWS:[Eb*QROTiRj�b�KNi�VWJâÁ�[=�kO:iaV�[EJâiaKN[_KNVciaKNVcS:iT�ãÁ¯j0K:]*ekj�QtVWJ0�HekQap�[?KNVWeEJ\x
KNM0O:ekQaOTKNVcS=[Eb-P�QRekq0bWO:pü^
VWbcb�q!O*iaekbcfEO:U�q/��SZM�e\eEiRVWJ0X

αi = 1/2
�HekQ
[Ebcb

i 6 d
�

������������������  � Ã\� ` ���g���2���(-1%���T��5�2�����2�; � M�O
k
x$[_Qa�

1/2
x$À�VcQRVWSZM0bWOTKtP�QaVWekQtekJ.KRM�O

iRP�[ES:O�eE�BP�QRekq�[Eq�VWbcVcK��8U�VciaKNQaVWq�j\KNVWeEJ�i�ekJ X = {1, . . . k} M6[_iYU0O:J�iaVcK��u�

ν(θk−1
1 ) =

a {∑
i<k

θi ≤ 1} Γ(k/2)

Γ(1/2)k
∏k

i=1 θ
1/2
i

,

^
VcKRM�QROTiRPuO:SsK�KNe�KRM�Oºå3OTq!OTiRXkj�O*p8O=[_iRj�QaO�ekJ
[0, 1]k−1 ]\^
V�KNM�KRM�O�STekJ�fkO:J�KRVWekJ�KRM6[_K θk =

1 −∑i<k θi
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æçM�OTJ�KNM0Ov[_bWP�M6[_q!OsKLVWiLq�VWJ�[EQa�E]3O=[ESZM�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK���ekJ X = {0, 1} Vci*S:ekp8P�bcOTKNOTbc��U�Osxz6J�OTU�q���[viRVcJ�XkbcO�J/j�p�q!OTQ

θ = θ0

[_J�U�KNM0O�À�VcQRVcSZM�bWOsK�P0QRVWeEQYU0O:J�iaVcK�� n ^
V�KNM�QaO:iaP!OTSTK�KRe
å3O:quO:iaXkj�O�pvO:[EiRj�QaOLekJ

[0, 1]
KRj�QRJ�i
ekj\KYKRe�OZ=/j6[EbÐ�

1

Γ(1/2)2
√

θ(1 − θ)
=

1

π
√

θ(1 − θ)
.

������������������  � Ã0�¼¿���� Ê�2���(-1%��}$46u�)%Ë©��2��$����q!�'}Ìq!�id%��#%2��M; � M0O`Å*QaVWSZM�Osf\iam��/x � QaeEz6p8egf
p8V�}�KNj�QaO*U�VWilKNQaVWq�j0KRVWekJ�eGfEO:QYiaKRQRVWJ0Xki#eE�BbWO:J0XEKNM

n
VWi#U�Osz6J�OTU�q��

Í Ò
(xn

1 )
∆
=

∫
dθ

[
ν(θ)

k∏

i=1

θni

i

a {∑
i<k

θi ≤ 1}
]
,

^
M�OTQRO
ni

VWi�KNM�O�J/j�p�quO:Q*eE�`e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTihe_��KRM�O
i
KRM�[_bWP�M6[_q!OsKLia��p�quekb�VWJ�KRM�O�iaKRQRVWJ0X

xn
1

]3[EJ�U�VcJ�KNO:XEQN[_KRVWekJtKZ[Em_O:i*P�bW[ES:OheGfEO:Q ∑
i<k θi ≤ 1

^
M�VWbcO
θi ≥ 0

�HekQ
i < k

[EJ�U�KRM�O
S:eEJ/fEO:J�KNVcekJ

θk = 1 −
∑

i<k θi

�

� M�OY�5[ESTK�KNM6[?K�À�VcQRVcSZM�bWOsK�pvVy}\KRj�QROTi`iaekbcfEO�ekj0Q`STekpvP0j0KZ[_KRVWekJ�[Eb�P�Qaekq�bWOTp�VWi�iRj0pvpv[EQRVcd:OTU
q���KNM0OL�HeEbWbWeg^
VcJ�X�P�QaekP!eEiRVcKRVWekJ-�
£v2���5���46���������  �ÄÃ0�rf��m�'�6µPÎsÏ'Ði�u¶Nþ��Z¸��:²´¹Ë²��½	�þ ¢ ���6µ�·gµ©²:°ªµs±-ýZµ

x
n
1

þ?³Eµs¶v¸E¹ �T�0¸��sµn� X þ ¢
·s²�¿?µ

k
·:¸��Ð²W·�¡�µZ·����6µ ¢ þ?¹´¹Wþ:��²´±�� ¢ þ?¶«�w°�¹�¸�Ñ

n  � Ã0�  r ÒVÓ {
x

n
1

}
=

Γ
(

k
2

)∏
i∈X Γ

(
ni + 1

2

)

Γ
(

1
2

)k
Γ
(
n + |X |

2

) .

� i
Γ(x+1) = xΓ(x)

]�KRM�OzÔ Õ x�STekJ�U�V�KNVWeEJ6[Eb�P�QRekq�[Eq�VWbcVcK���eE�!ekq�iaO:Qaf�VcJ�X
Xn+1 = a

XkVcfEO:J
x

n
1

Vci

n  � Ã0� ` r Í Ò {
Xn+1 = a | Xn

1 = x
n
1

}
=

na + 1 + 1
2

n + 1 + |X |
2^
M�OTQRO

na
U�OTJ�eEKRO:i
KNM�OLJ/j�p�quO:Q
eE�Be\STS:j�QaQROTJ�S:OTi�eE�Bia��p�quekb

a
VWJ

x
n
1

�

£v2��$���'��æ�O�iRm_OTKNSZM�KNM�OsK�P�Qae\e_�`�HekQºKRM�O8q�VWJ6[_Qa��[_bWP�M6[_q!OsK=� F J�U0O:QLKNM�O8À�VcQRVWSZM0bWOTKp8V�}�KNj�QaO:iT]ªKRM6[EJ�m/i�KRevKRM�O��Hj0J�U6[Ep8O:J�KZ[_bDSTekJ�J�OTSTKRVWekJ�quOTK�^`O:OTJ�KNM�O�Á¯OTKN[8�Hj�J0STKNVcekJ�[_J�U
KNM0O\ÃL[Epvpv[#�Hj�J�STKRVWekJ-]_KNM0O¯P�Qaekq6[Eq�VcbWV�K��*eE�ª[�^`ekQaU�^
VcKRM

n1
e�S:STj�QRQaO:J�STO:i�eE�

1
[EJ�U

n−n1e�S:S:j0QRQROTJ�S:OTi�e_�
0
�

∫ 1

0

Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
θn1+α1−1(1 − θ)n−n1+α2−1 dθ =

B(n1 + α1, n − n1 + α2)

B(α1, α2)
.

Á¯j0K

B(n1 + α1, n − n1 + α2) =

∏n
i=1(n − i + α1)∏n1

i=1(n1 − i + α)
∏n−n1

i=1 (n − n1 − i + α)
B(α1, α2) .
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�

��1%����2���q  �ÄÃ0�ro����'�6µz�¯þ?¶N·n�½ÐRýR¸?·gµv�6þ?²´±T�
��²W·gµ*¶Zµ¾�E¶Nµn�
þ ¢ ���6µ�u$��Ð��w²^ V�Ð°�¶Nµ���²����t¶ZµZ·��6µZýn�
��þm���6µwýs¹�¸?·Z·

Θ
þ ¢ ��µn��þ?¶n	?¹WµZ·Z·�ýZþ:ÿE²´±���ÿE²W·n�5¶~²½�:°��5²»þ?±0·L²W·�°����6µs¶«ÐÕ�sþ?°\±uÿ�µRÿB�Z	VÑ

R̂
(
n,x, Θ

)
≤ log

Γ(n + k
2
)Γ(1

2
)

Γ(n + 1
2
)Γ(k

2
)
≤ k − 1

2
log n − log

Γ(k/2)

Γ(1/2)
+ o(1/n) .

£v2��$���'� � M0O�p�[?}\Vcp�j�pwx�bWVcmEOTbWVWM0e\e�U#VWi3[_SZM�VWOsfkO:UL�HekQ3[�KRj�P�bWO
θ̂1, . . . θ̂k

KNM6[_K�p�[_KRSZM�O:i
KNM0OºO:p8P�VWQaVWS:[EbªU�VWilKNQRVcq�j0KRVWekJveE�3KNM�O*iaOZ=/j�OTJ�S:O

x
n
1

]0bcOTK
ni
U�O:J0eEKNO�KRM�O*J/j�p�quO:Q�e_�Âe\STS:j�Q$x

QROTJ�S:OTi�eE��ia��p�quekb
i ∈ X VcJ

x
n
1

� � M�O�pv[?}\VWp�j�p bWVWm_O:bcVWM�e�e\Uo[Ep8ekJ�X�p8O:p8ekQa��bcO:iRi
iReEj�QRSTO:iYVWi�KNM/j�i

k∏

i=1

(ni

n

)ni

.

� M�OLQROTXkQROsKYeE�BKRM�OmÔ Õ x�p8V�}�KRj�QROºVci�KNM/j�i

log
Γ
(

1
2

)k
Γ
(
n + k

2

)∏
i≤k

(
ni

n

)ni

Γ
(

k
2

)∏
i≤k Γ

(
ni + 1

2

)
I�KYVWi#OTJ�ekj�XkM�KNe�SZM�OTSZm�KNM6[_K:�

k∏

i=1

(ni

n

)ni

≤
k∏

i=1

Γ
(
ni + 1

2

)

Γ(1
2
)

1

Γ
(
n + 1

2

) .

��e_KNO*KNM6[?K
QRVWXEM/Klx�M6[_J�U\x�iaVWU�O�S=[EJtq!OLQaOT^
QRV�KRKRO:Jt[Ei
∏k

i=1

[
(ni − 1

2
)(ni − 3

2
) . . . 1

2

]

(n − 1
2
)(n − 3

2
) . . . 1

2

=

∏k
i=1

[
ni(ni − 1

2
)(ni − 1)(ni − 3

2
) . . . 11

2

]

ni!

n!

n(n − 1
2
)(n − 1)(n − 3

2
) . . . 11

2

=

k∏

i=1

(2ni)!

22nini!

22nn!

(2n)!

=

k∏

i=1

(2ni)!

ni!

n!

(2n)!

=

∏k
i=1 [(2ni)(2ni − 1) . . . (ni + 1)]

(2n)(2n − 1) . . . (n + 1)
.

� M�OTQROº[_QRO
n
�5[_STKNeEQRi`[_K�KNM�O�U�O:J�eEpvVcJ6[_KNeEQ�[EJ�U

n
KRO:QRp8i`[_K�KNM�OYJ/j�pvOTQN[_KRekQ:� � M�O:QaOº[EQaO

[EbciRe
n
�5[_STKNeEQRi
VWJ ∏k

i=1 (n/ni)
ni
� � M�OhU�O:iaVWQROTU�QaO:iaj�bcKY^
VWbcb�q!OLekq\KZ[EVcJ�O:Utq���p�[_KRSZM�VWJ0X

�5[ESsKNekQaiYeEJtqueEKRMtiaVWU�OTi
VWJt[EJ�[EP�P�QaekP�QRVW[_KNO�^�[=�k�`��e_KNOºKNM�[_K
n  � Ã0�¼¿/r ni

n
≤ ni + j
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iaj�SZM«KNM6[_K

ni`/n ≤ j ≤ ni

� �YeEKNOtKNM6[?K�KNM0O:QRO�[EQRO�[?K�bcO=[EilK
ni(1− `/n)

eE�!KNM�OTp�� � O:J�STO��HekQ`[hXkV�fkOTJ�SZM�ekVcS:O�eE�
`
]/KNM�OYJ/j�p�quO:Q¯e_�3P6[EVcQRi

(i, j)
iaj�SZM

KNM�[_K
I�J�OZ=/j6[_bWVcK�� n  �ÄÃ0�¼¿/r¯M�ekbcU�i#VWi#bW[EQRXkOTQ¯KNM�[EJ
k∑

i=1

ni

(
1 − `

n

)
= n − `.

� M�Vcihp8eEKNV�f_[_KNOTiºKNM�O��HekbWbceg^
VWJ�X�XkQaO:OTU0��[EbWbce\S:[_KNVcekJ�p8OTKNM0e\U���ø6ekQ�[EbWb
`
ilKZ[EQlKNVcJ�X��HQRekp

` = n
U�eg^
J/KRe

` = 1
]0SZM�e\eEiROh[EJ��

(i, j)
iRj�SZMtKNM6[?K
VWJ�OE=�j�[EbWV�K�� n  � Ã\�Ä¿/r¯Vci#iN[_KRVWilz6O:UtS=[Ebcb

KNM�[_KLP6[EVcQ
(i`, j`)

�8��eEKRO�KRM6[_K�[_KLO:[ESZM®ilKNOTP�KRM�O:QaOvVciL[_KLbWO:[EiaKLekJ�iRj0SZM®P6[EVcQ�^
M�VcSZM�Vci
[=f_[EVWbW[Eq�bWO_�
Á`��STekJ�ilKNQRj0STKNVcekJ�]�^`OLM6[=fkOE�

n∏

`=1

(ni`

n

)
=

n∏

`=1

ni` + j`

n + `
.
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