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Sujet 1 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
e—xt

1+t

dt.

+oo
On considére la fonction F' qui a un réel x associe /
0

1. Montrer que le domaine de définition de F' est RY .

2. Déterminer le signe et le sens de variation de la fonction F'.

+00
3. Montrer que pour tout x € R* | F(z) < / e dt.
0
En déduire la limite de F' en +oc.
4. Montrer que :
e*’ll,

+o0
Ve e RY, F(a:):ex/ Tdu.

En déduire la limite de F en 0.

5. Montrer que F est de classe C! sur R% et que :
* / 1
Ve e Ry, F(z) — F'(z) = —.
x

En déduire que F' est de classe C*° sur R*.

1t
e —_—
6. (a) Montrer que / dt converge.
0
1ot
(b) En déduire un équivalent de / e dt lorsque z tend vers 0.
x
(c) Déterminer un équivalent de F'(x) lorsque z tend vers 0.
Exercice 2.

Soit n > 2 un entier, M, (R) est l'espace des matrices carrées a coefficients réels de taille n. On
considére U la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1 et le sous-espace vectoriel
E de M, (R) défini par :
E = {al, + U, (a,B) € R*}.
1. (a) Montrer que (I,U) est une base de E.
(b) Pour tout p € N*, calculer UP.
(¢) Montrer que, pour tout A € Eet A € E, ona AA' € E.
(d) Soit A = al, + BU € E. Pour tout p € N* déterminer les coordonnées de AP dans la base
(I,,U) en fonction de «, 8 et p.
2. Soit A une matrice inversible de M, (R). On suppose que A appartient & E. On considére
lapplication ¢: E — E définie par, pour tout M € E, (M) = AM.
(a) Montrer que ¢ est un automorphisme de E.
(b) En déduire que A~ € E.
3. Soit A = al, + BU un élément de E.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et 5 pour que A soit inversible.
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Sujet 1 - 2023

4. Soit A = al, + BU un élément de E, on suppose (3 non nul.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de réels (a,b) tel que A% + aA + bl, = 0 Mo (R) OU
O, (r) est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
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Sujet 2 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit f une fonction de R* dans R, de classe C? sur R% et telle que :

Vz e RY, f"(x) >0et f(z+1) =zf(x)

1. On suppose dans cette question qu’il existe un réel ¢ strictement positif tel que f(c) = 0.
(a) Montrer qu’il existe u €]c,c+ 1] et v €]c + 1, ¢ + 2[ tels que f'(u) = f'(v) = 0.
(b) En déduire une contradiction, puis montrer que f est de signe constant sur R .

2. (a) Montrer que f’ est strictement croissante sur R* et qu’elle ne s’annule qu’une seule fois en
un point a €]1,2].

(b) Déterminer le signe de f(2) et en déduire que f(x) > 0 pour tout z € R ..
3. (a) Soit n € N, n > 2. Déterminer une expression de f(n) en fonction de f(2).
(b) En déduire la limite de f en +oc.

(c) Déterminer un équivalent de f en 07. En déduire la limite de f en 0F.
4. Tracer le tableau de variation de f.
5. On suppose dorénavant que f est définie sur | — 1,0[U]0, +oo[, de classe C? sur R et quelle

vérifie les deux conditions :

Va €] —1,0[U)0, +00[, f(z+1)=xf(z);
Vo e RY, f"(x) > 0.

(a) Déterminer le signe de f sur | —1,0][.

(b) Déterminer les limites de f en 0~ et en —17.

Exercice 2.

On considére deux urnes A et B et deux jetons numérotés 1 et 2. On tire le numéro 1 ou 2 au hasard
de maniére équiprobable et indépendante et on change d’urne le jeton correspondant.

Au départ les deux jetons sont dans 'urne A.

Notons, pour tout n € N, X, le nombre de jetons dans I'urne A.

1. Pour tout n € N, quelles sont les valeurs prises par X,, 7

2. (a) Soit k € {1,2}. Calculer, pour tout n € N, P(X,,41 = k| X, = k), P(Xp11 = k+ 1| X, = k)
ot P(Xps1 = k — 1| X, = k).
(b) On considére la matrice Q = (gij)1<i,j<s € M3(R) ot, pour tout (i,5) € {1,2,3}?,

Qij :P(XnJrl :j— 1|Xn =17 — 1)

Ecrire la matrice Q.
(c) La matrice @ est-elle diagonalisable ?
(d) Pour tout n € N*, calculer Q™.
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Sujet 2 - 2023

3. On note, pour tout n € N, p, = (P(X,, =0) P(X,, =1) P(X, =2)) € M;3(R).
(a) Montrer que, pour tout n € N, 11 = pn Q.
(b) En déduire que, pour tout n € N, p, = poQ™.
(c) Pour tout n € N, déterminer la loi de X,,.
(d) Pour tout n € N, quel est le nombre moyen de jetons dans 'urne A au bout de n étapes?

4. Notons T la variable aléatoire qui compte le nombre d’étapes pour revenir a I’état initial pour la
premiére fois (c’est-a-dire avec deux jetons dans A) si on y revient et qui est égale & 0 sinon.

(a) Montrer que, pour tout k € N, P(T'=2k +1) =0.
(b) Montrer que, pour tout k € N*, P(T = 2k) = —
(c) Montrer que P(T' = 0) = 0.
)

(d) Calculer I'espérance de T' et interpréter le résultat obtenu.
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Sujet 3 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére la fonction f: R = R, x +— e~

z—e "

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
Dans la suite on note X une variable aléatoire qui admet f comme densité.
2. Calculer la fonction de répartition F'x de X.

3. On pose Y = e~X. Déterminer la loi de Y.
+oo
4. (a) Montrer que, pour tout m € N, / (—Ilnu)™e™ du est absolument convergente.
0

(b) En déduire que, pour tout m € N, X admet un moment d’ordre m et que

+oo
E(X™) = /0 (—Inu)™e™™ du.

Indication : on pourra poser u = e~ *.

5. Soit (Zy,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle de
paramétre 1. On pose, pour tout n € N*,
M, = max{Z,...,Z,} et X, = M, —Inn.
(a) Soit n € N*. La variable aléatoire M,, est-elle & densité ? Le cas échéant, calculer une densité
de M,,.
(b) Pour tout n € N*, déterminer G,, la fonction de répartition de X,.
(c) Montrer que, pour tout z € R, on a :
li =F

Exercice 2.
Soient I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et & valeurs dans R et k£ un réel strictement
positif.

On dit que f est k-lipschitzienne sur I si et seulement si :

V(z,y) € I, |f(y) — f(2)| < kly — x|

On appelle fonction lipschitzienne, toute fonction telle qu’il existe un réel & > 0 pour lequel la fonction
est k-lispchitzienne.

1. Montrer que les fonctions constantes sont lipschitziennes sur R.
Montrer que la fonction cosinus est lipschitzienne sur R.

2. Montrer que la fonction x — +/x n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].
3. Montrer qu'une fonction lipschitzienne sur I est continue sur 1.

4. Soit f une fonction de classe C! sur un segment [a, b].
Montrer que f est lipschitzienne sur [a, b].
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Sujet 3 - 2023

5. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue sur [a, b].
(a) Montrer qu’il existe un réel ¢ de [a, b] tel que f(¢) = £.
(b) On suppose dans la suite de l'exercice que f est k-lipschitzienne, ou k désigne un réel de
10, 11.
i. Montrer qu'’il existe un unique réel ¢ € [a, b] tel que f(£) = ¢.

ii. Soit une suite (up)nen définie par :
ug € [a,b] et pour tout n € N, upt1 = f(up)
Montrer que, pour tout n € N,
|uns1 — €] < klun — /|

La suite (uy)nen est-elle convergente ?
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Sujet 4 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit X une variable aléatoire discréte telle que X (£2) soit inclus dans N.
On définit la fonction génératrice de X par :

vt € R, Gx(t) = E (t¥)

1. Déterminer le domaine de définition et ’expression de la fonction génératrice dans les cas sui-
vants :

(a) X suit la loi uniforme sur {0,1,...,n — 1} ot n désigne un entier naturel non nul.
(b) X suit la loi binomiale de paramétres n et p, avec n € N et p €]0, 1.

(c) X suit la loi de Poisson de paramétre A, avec A > 0.

(d) X suit la loi géométrique de paramétre p, avec p €]0, 1[.

Dans toute la suite de ’exercice, on suppose que X (€2) est fini

2. (a) Montrer que la fonction génératrice caractérise la loi, c’est-a-dire : si T et Z sont deux
variables aléatoires discrétes finies prenant des valeurs entiéres positives, alors T et Z suivent
la méme loi si et seulement si G = Gz.

(b) Montrer que E(X) = G5 (1).
(c) Déterminer une expression de la variance de X en fonction de Gy et G.

3. On dit que X est décomposable si et seulement s’il existe deux variables aléatoires indépendantes
Y et Z, non constantes en dehors d’'un événement de probabilité nulle, telles que Y + Z ait la
méme loi que X.

(a) On suppose que X est décomposable.
Donner une relation entre Gx, Gy et G .

(b) Soient un entier n > 2 et un réel p €]0, 1].
Montrer que si X suit la loi binomiale de paramétres n et p, alors X est décomposable.

(c) Soit un entier n > 2.
On suppose qu’il existe deux entiers r et s supérieurs ou égaux a 2, tels que n = rs On
suppose que X suit la loi uniforme sur {0,1,...,n —1}.
Montrer que :

1 r—1 1 s—1
VtER, Gx(t)= - t] | =) t7
EXCEEI S
=0 7=0
En déduire que X est décomposable.
Exercice 2.
Soit m > 1 un entier, on note (-, -) le produit scalaire canonique sur R™ et || - || la norme associée. On

considére f un endomorphisme de R™ qui vérifie la propriété suivante :

Pour tout x € R™, || f(x)| < [|z|.
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Sujet 4 - 2023

On note enfin g 'endomorphisme de R™ tel que, pour tout (z,y) € (R™)2, (f(x),y) = (z,9(y)).
Dans cet exercice, on admet ’existence d’un tel endomorphisme g.

1. Montrer que Ker f = (Im g)*.
2. Montrer que, pour tout z € R™, ||g(z)|| < ||l=].
3. Montrer que, pour tout n € N*, pour tout z € R™, || f"(x)|| < ||z||.
4. (a) Justifier que Ker (f —id) = Im (g — id)* et Im (f — id) = Ker (g — id)*.
(b) Montrer que, pour tout y € Ker (f — id), llg(y) — /1> = lg@)I12 - loIl*
(¢) En déduire que Ker (f —id) = Ker (g — id).
(d) Montrer que Ker (f —id) et Im (f — id) sont des supplémentaires orthogonaux dans R™.

On note p: R™ — R™ la projection orthogonale sur Ker (f — id) et, pour tout n € N* pour tout
r € R™,
_ l 2 n—1
un(2) = — (@ + f@) + fF(2) + -+ 17 (@)

On admet que, pour tout n > 1, u,: R™ — R™ est une application linéaire.

5. Montrer que, pour tout x € R™,

lim_lun(z) - p(a)]| = 0.

n—-+00
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Sujet 5 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

1. Dans cette question r désigne un entier naturel et p un réel de |0, 1].

n n”
(a) Montrer que : r) DT
(b) Donner la valeur de lim n"*2p™.
n—+400

n
En déduire que la série E )pn est convergente.
T

n=r

—+00
n
Dans la suite, on pose alors pour tout entier naturel r, S, = Z )p".

n=r

(c) Donner la valeur de S.
(d) En utilisant la formule du triangle de Pascal, montrer que : (1 — p)S,4+1 = pS;.
(e) En déduire que :

r

b

+oo
n n
Vp 6]0,1[, Vr € N7 Z r p = W

n=r

+o0o
puis donner la valeur de Z n) p" "
n=r r
2. Le jeu de la pinata consiste & frapper avec une batte une figurine en carton pleine de bonbons
jusqu’a ce qu’elle s’ouvre et libére son contenu.
Les joueurs ayant les yeux bandés et jouant a tour de role, un coup de batte est indépendant du
précédent et a une probabilité p €]0, 1] d’atteindre la pinata. La pinata s’ouvre lorsqu’elle a été
touchée par r + 1 coups de batte, oul r désigne un entier naturel.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de coups de batte nécessaires & l'ouverture de la
pifiata (qu’ils aient touchés la pinata ou pas).
Déterminer la loi de X puis calculer son espérance.

Exercice 2.
Soit n > 1 un entier et (-, -) le produit scalaire usuel sur R".

1. On dit qu'un endomorphisme de R™ est une isométrie si, pour tout z € R™, || f(z)| = ||z||. On
note O(R™) 'ensemble des isométries de R™.

(a) Montrer que, pour tout (x,y) € (R")?, on a :

1
(o) =5 (kv +yl* = ll2l* = llyll*) -

(b) Soit f un endomorphisme de R"™, montrer que f est une isométrie si et seulement si, pour
tout (z,y) € (R")?, (f(2), f(y)) = (2,9).

(c) Montrer que si f est une isométrie alors f est un automorphisme.
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(d) Soit f un endomorphisme de R" et & = (e1,,...,e,) une base orthonormée de R".
Montrer que f est une isométrie si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une base orthonor-
mée de R".

(e) Soit e; et ez deux vecteurs non nuls de R™. Montrer que |le1]| = |ez2|| si et seulement si

e1 + e2 et e; — eg sont orthogonaux.

On considére u: R® — R™ un endomorphisme bijectif qui transforme deux vecteurs orthogonaux en
deux vecteurs orthogonaux.

: . lu(z)]®
2. On considére la fonction p: R\ {0} — R", z — NEE
x
(a) Montrer que ¢ est constante.
(b) En déduire qu’il existe un réel k > 0 tel que, pour tout z € R”, ||u(x)|| = k|||
(c) Montrer qu'il existe a € R* tel que au € O(R™).

3. Soit v: R™ — R™ un endomorphisme. On suppose qu’il existe o € R* tel que awv est une isométrie.
Montrer que v est un automorphisme et que v transforme deux vecteurs orthogonaux en deux
vecteurs orthogonaux.
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Sujet 6 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout réel x, on définit la partie entiére de x comme le plus grand entier inférieur ou égal a =z,
c’est-a-dire l'unique entier noté |z| et vérifiant :

lz] <z < |z]+1

Soient p €]0,1], ¢ =1 — p et N un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Dans toute cette question, X1, Xo, ..., Xy désignent des variables aléatoires indépendantes sui-
vant toutes la loi géométrique de paramétre p.

(a) Déterminer la fonction de répartition de Xj.
(b) On pose Y = max(Xy,...,Xy).

Déterminer la loi de Y.
(c) On pose Z = min(Xy,...,Xn).

Déterminer la loi de Z.

2. Dans la suite de l'exercice (V},)pen+ désigne une suite de variables aléatoires indépendantes,
suivant toutes la loi de Bernoulli de paramétre p.
Pour tout entier naturel non nul r, on admet qu’on définit une variable aléatoire T, en posant :

T min({n e N* | Vi +---+V, =r}) sice minimum existe
"o sinon

(a) On suppose dans cette question que r = 1.
Que désigne la variable aléatoire T7 7 Quelle est sa loi?

(b) Pour tout entier naturel non nul &, calculer P(T, = k).
(c) Montrer que P([T, =0]) = lirf P([T, > n)).
n—-+0oo

(d) En déduire que 'événement [T, = 0] est négligeable.

Exercice 2.
oo dt
1. (a) Déterminer 'ensemble D des x € R pour lesquels /1 T £ gerT converge.
too dt
(b) On considére la fonction f: D — R, x — / —_
p o Lt tefd
Montrer que f est décroissante sur D.
T dt
2. (a) Montrer que, pour tout = € D, /1 m converge.
T dt
On pose, pour tout z € D, = _.
n pose, pour tout x g(x) /1 1)
In2
(b) Montrer que, pour tout x € D, g(x) = —.
x
1 tmfl

Indication : on remarquera que ——~ = — — .
W s Ty T ¢ 1 4e
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In2
(c) Montrer que, pour tout z € D, 0 < f(x) < —.
x
In2 1

d) Mont toutxe D, 0< — — < .
(d) Montrer que, pour tout z 0 — f(x)_Qx—i—l

3. (a) Etudier la limite de f(z) quand z tend vers +oo.

(b) Déterminer un équivalent de f(x) puis sa limite quand = tend vers 0.
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Sujet 7 - 2023

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére p: R — R, z — 22 — 2.

1. Soit (a,b) € R? tel que ¢(a) # ¢(b), on note Z la droite passant par les points (a,p(a)) et
(b, 0(b))-

a
(a) Montrer que Z intersecte 'axe des abscisses en un unique point («,0) ot @ = a — SD:_ 3)
a
(b) On suppose a > 1 et b > 1.
i. Montrer que si a < \/5 alors a > a.
ii. Montrer que a > 1.
2. On définit la suite (zy,)n,en en posant xg = 1, 21 = 2 et, pour tout n € N,
()
Tpio = Tp — ————p(xy).
n+2 n . l‘n+180 n
(a) Expliquer comment construire graphiquement xs et 3.
1
(b) Montrer que, pour tout n € N, |z,,2 — v/2| < ilxn — V2| X |21 — V2|
1\™
¢) Montrer que, pour tout n € N xn—\/i <2x = ol (7, )nen est une suite non constante
( ) que, p ) 2 €

vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 que vous expliciterez.
(d) Pour tout n € N, calculer r, en fonction de n.

(e) Etudier la convergence de la suite (,,)nen.

Exercice 2.

Soit IV un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Une entreprise de paquets de céréales dépose une petite figurine dans chaque paquet.

Il y a N figurines différentes, numérotées de 1 & N, que l'entreprise répartit de fagon uniforme avec

1

une fréquence de W pour chaque figurine.
Un collectionneur de figurines achétent des paquets les uns apreés les autres et de fagon indépendante
pour compléter sa collection.
Pour tout n € N* on note X, le numéro de la figurine trouvée dans le n-éme paquet de céréales
acheté.
Pour tout k& € [1, N], on note T} le nombre de paquets de céréales achetés pour obtenir, pour la
premiére fois, k£ figurines différentes.

1. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance.

2. Déterminer la loi de Th — T et, de fagon plus générale, celle de Ty.1 — T} pour tout k € [1, N —1].

3. Donner l'espérance de Tyy1 — T} pour tout k € [1, N — 1] puis en déduire une expression de

. . 1
E(Tx) (on donnera le résultat en fonction de Hy = Z =).

k
k=1

4. Pourquoi peut-on affirmer que les variables Ty 1 —T} pour tout k € [1, N—1] sont indépendantes ?
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5. Justifier que Ty admet une variance et montrer qu’il existe un réel ¢ > 0, ne dépendant pas de
N, tel que
V(TN) < cN 2.

6. Montrer que :

WV

Ve >0, lim p<TN_E(TN)‘
N—+o0

Hy

5N>:0
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Si n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et si x1,...,x, est une liste de réels, pour tout
entier k de {1,...,n}, on note sg(x1,...,z,) le k-éme élément de la liste lorsqu’on range z1,...,z,
par ordre croissant. Ainsi, si(x1,...,zy) est le plus petit élément de la liste et s,(x1,...,zy) est le
plus grand élément de la liste.
On considére n variables aléatoires indépendantes X1,..., X, qui suivent toutes la loi uniforme sur
[0, 1].
Pour tout entier k£ de {1,...,n}, on note Y} la variable aléatoire égale a si(X1,..., Xp).

1. Soit z un réel. On note N(x) la variable aléatoire égale au nombre d’indices ¢ de {1,...,n}, tels

que X; < .

Déterminer la loi de N(z).
2. Soit k un entier de {1,...,n}.
(a) Soit x un réel. Exprimer I'événement [Yj, < z] & I'aide de N(x).

(b) En déduire que la fonction de répartition de Y, est définie par :

0 six <O
Vz € R, Gy(z) = ’Z)xiu )" size|0,1]
i=k
six>1

(c) On admet que Y est une variable a densité.
Vérifier qu’une densité de Y} est la fonction g définie par :

n—1\ ;4 ko
n T 1—2)" sizel0,1
Ve € R, grp(z) = k—l) ( ) [0,1]
0 sinon
(d) Justifier que pour tout entier k de {1,...,n}, Y; admet une espérance et montrer que
E(Y;) = .
(¥E) n+1
Exercice 2. ) o
On rappelle que, pour tout t € R, cos®t = Jrc;s().

Pour tout nombre réel x > —1, on pose :

9 g
F(z)= /2 V 1+ zcos?u du.
T Jo
1. Calculer F(—1) et F(0).

2 [2
2. (a) Montrer que, pour tout x > —1, F(x) = / V' 1+ zsin?t dt.
T Jo
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(b) En déduire que, pour tout = > —1 :

—x
F(z) =1 F
() =V1+4+xx Tz

3. Montrer que, pour tout (x1,z2) € R? tel que 0 < 21 < 2, on a :

_

0< F(xy) — F(z1) < E(xg — 7).
4. Montrer que, pour tout x € R tel que —1 <z <0, on a:

0<F(z)—-F(-1) < -vV1+uz.

N

5. (a) Montrer que F' est continue sur |0, +o0].
(

b) En déduire que F' est continue sur | — 1, 0].

Montrer que F' est continue a droite en —1.

)
)
(c) F est-elle continue en 07
a)
)

(
(

b) En déduire qu’il existe A € R tel que F(x) est équivalente & A\y/z quand x tend vers +oo.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit a un réel strictement positif. Soit f la fonction définie sur R par :

c
Ve eR, f(x) = ————
» f(@) (22 + a)
1. Déterminer la valeur de ¢ pour laquelle f est une densité de probabilité.
Dans la suite X désigne une variable aléatoire dont f est une densité de probabilité.
2. X admet-elle une espérance ?
3. (a) Déterminer la fonction de répartition de X. On la notera F.

(b) Montrer que F' définit une bijection de R sur un intervalle I & préciser. Donner 1'expression
de F~!, la bijection réciproque de F.

(c) Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1].
On pose Y = F~1(U) et on admet que Y est une variable aléatoire.
Montrer que Y suit la méme loi que X.

4. On définit Z par : Z =1In|X| et on admet que Z est une variable aléatoire a densité.
(a) Déterminer une densité de Z.

(b) Z admet-elle une espérance ?

Exercice 2.
On considére deux entiers naturels n > 1 et m > 1. R"™ et R™ sont munis de leur produit scalaire
canonique et || - || est la norme associée.

Soit f: R™ — R™ une application linéaire et A sa matrice dans les bases canoniques de R™ et R". On
note alors f*: R™ — R" I’application linéaire de matrice ‘A dans les bases canoniques de R™ et R".

1. (a) Montrer que f* est I'unique application linéaire telle que, pour tout x € R"™, pour tout
y €R™, (f(2),y) = (=, [*(y))-
(b) Montrer que, pour tout x € R", {(f* o f)(z),z) = || f(z)|>.
Dans la suite de ’exercice on suppose n < m et f injective.
2. Montrer que f* o f est une bijection.
3. On note p: R™ — R la projection orthogonale sur I'image de f.
(a) Soit z € R™, montrer qu’il existe u € R™ tel que, pour tout z € R", (f(x),z — f(u)) = 0.
(b) En déduire que p = fo (f*o f)~!o f*.
Indication : en reprenant les notations de la question précédente, on pourra considérer
=7z~ f(u)).
4. On note f: R™ — R™ I'application linéaire définie par f = (f* o f)~! o f*.
(a) Déterminer fo f et fo f.
(b) Soit b € R™ fixé. On considére le systéme d’inconnu = € R™, f(z) = b. On appelle solution
des moindre carrés du systéme, le vecteur xg € R™ tel que || f(xg) — b|| est la distance de b
alm f.
Montrer que zg = f(b).
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2 1
5. Un exemple. On pose A= [ 1 —1| la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R3.
1 3

(a) Calculer A la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R2.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de a € R le systéme

2r+y =1
(9): x—y =2
r+3y =a

a-t-il des solutions ?

(c) Dans le cas o (S) n’a pas de solution, déterminer la solution des moindre carrés de (S) en
fonction de a.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

On considére deux dés équilibrés, I'un est blanc et ’autre est noir.

On effectue une succession de lancers de ces deux dés et on note X la variable aléatoire égale au nombre
de lancers nécessaires pour obtenir le premier 6 avec le dé blanc et Y la variable aléatoire égale au
nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier 6 avec le dé noir.

1. Donner les lois de X et Y et préciser I’espérance et la variance de chacune de ces variables.
2. Pour tout entier naturel non nul n, déterminer P(X > n).

Dans la suite, on note S la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le
premier 6 avec 'un des deux dés. On définit également T'=Y — X.

Soit n un entier naturel non nul. Calculer P(S > n). En déduire la loi de S et son espérance.
Pour tout entier naturel non nul n et tout entier relatif r, calculer P([S =n]N [T = r]).
En déduire la loi de T'.

Montrer que 1" admet une espérance et une variance et les calculer.

NS gtk

Déterminer la covariance de S et T
Les variables S et T sont-elles indépendantes 7

Exercice 2.
On considére la suite (up)p>1 définie, pour tout entier p > 1, par

1 /P+1 dt
Up = — — —.
P P , n

n n
1
On note, pour tout n € N*, H,, = g z et S, = g Up.
k=1 p=1

1 1
1. Montrer que, pour tout p > 1,0 <wup < — — ——.
p p+1

2. En déduire que la série de terme général u, converge et que sa somme «y vérifie 0 <y < 1.

3. Montrer que, pour tout p > 1,

1 1 1 1 1 1
— R S up S — -
2 p p+1 2 p—1 p
+o00o
5. Pour tout n > 1, on note R, = Y uy.
p=n-+1

Déterminer un équivalent de R,, quand n tend vers +oo.

o

(a) Pour tout n € N*  déterminer une relation entre H,, et S,.
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(b) Montrer que :
1 1
H,=Ihn+y+_—+ o —
2n  n—too n

1
7. Pour tout N* T, =S, +—.
our tout n € N*, on pose T}, n+2n+2
1
Mont , tout n eN*, 0 <y — T < ————.
(a) Montrer que, pour tout n <7 T

(b) Déterminer un entier naturel ng pour lequel T}, est une valeur approchée de v & 1072 prés.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

On note £ = R3. On note Id I'endomorphisme identité de E.

Soit f un endomorphisme de E.

On suppose que f n’est pas I’endomorphisme nul, qu’il est non bijectif et qu’il vérifie f3 + f =0 L(E)-
1. Comparer Im(f) et Ker(f? + Id). Comparer de méme Ker(f) et Im(f? + Id)
2. Montrer que E = Ker(f) @ Ker(f? + Id).

3. (a) Justifier qu'il existe un vecteur non nul z appartenant a Ker(f2 + Id) et montrer alors que
la famille (z, f(x)) est libre.

(b) En déduire la dimension de Ker(f2 + Id).
4. Déterminer une base B de E dans laquelle la matrice de f est la matrice :

00 O
A=10 0 -1
01 0

5. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 2.
On note . 'ensemble des suites réelles (uy)nen qui vérifient :

pour tout n € N*, upi1 = (4n + 2)uy + Up—1.

On admet que c’est un espace vectoriel.

1. Soit (un)nen une suite de . qui converge. Que peut-on dire de sa limite ?

On considére dans la suite (ap)nen et (bp)nen deux suites de . définies par ag = 1, a1 =0, by = 0 et
b1 = 1.
On définit aussi la suite (wy, )pen par, pour tout n € N, w, = anbp+1 — ant1bn.

2. Pour tout n € N, exprimer w,, en fonction de n.
3. (a) Montrer que, pour tout n € N, b, > 0.
(b) En déduire que, pour tout n > 1, b, > 2771,
an,
b
4. (a) Montrer que la série de terme général (g, — ¢n+1)n>1 est absolument convergente.

On peut donc définir la suite (gy)n>1 par, pour tout n > 1, g, =

(b) En déduire que (gyn)n>1 converge. On notera ¢ sa limite dans la suite.
(c) Montrer que, pour tout n € N*| gapt+1 < £ < qap.

5. Soit (tn)nen € . On admet dans la suite que, pour tout n € N, u,, = upay, + u1by,.
(a) Etudier la convergence de (uy)nen dans le cas ott ugl + uy # 0.

(b) On suppose maintenant que upl + u; = 0.
1

bnbn+1 .

i. Montrer que, pour tout n € N*, |g, — ] <

ii. En déduire que (uy,)nen converge.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On munit R™ de son produit scalaire usuel.
Soit u un endomorphisme de R™.

Si(e1,...,en) et (f1,..., fn) désignent des bases orthonormées de R™, on note :
R= Z u(e;), e;) et S = ZZ u(e;), fg
=1 j=1

1. Montrer que R et S ne dépendent pas des bases orthonormées choisies.

2. Calculer la valeur de S lorsque u est un projecteur orthogonal et que rg(u) = 7.

Exercice 2.
. Vn 2n )
1. On pose, pour tout n € N* a, = n . Dans la suite, on pourra admettre la formule de
n
Stirling :
n\n”
nl ~ —) 2mn.
+oo €

(a) Montrer que la suite (a,)nen+ converge vers 7
(b) Montrer que, pour tout n € N*  on a :
an 2v/nvn+1

1
(c) En déduire que, pour tout n € N*, a,, < —.
N3
(d) i. Montrer que, pour tout (a,b) € R?, (a + b)? > 4ab.
ii. En déduire que, pour tout entier n > 1,
1
(Vn+1-n)®

< —F
4/n(n+1)

(e) i. Montrer que, pour tout n € N*,

1
o< - <
= Ontl = Gn = 8n(n+ 1)/

ii. Montrer que pour tout entier k > 1 et tout entier p > k,

iii. En déduire que, pour tout entier k£ > 1,

0<

1 1
— —a < ———.
= FSSkyr
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2. Soit (O; Z) un axe gradué. Tous les instants considérés sont des nombres entiers naturels.
Une particule située sur un point d’abscisse k € Z, saute a chaque instant sur le point d’abscisse
k41 ou sur le point d’abscisse k — 1, avec la méme probabilité. Chaque saut est indépendant du
précédent. La particule est & l'origine a 'instant ¢t = 0.
On note, pour un entier k£ > 1, Z;, la variable aléatoire égale a 1 si la particule est & 'origine
a l'instant ¢t = k et 0 sinon et, pour tout n > 1, N,, la variable aléatoire égale au nombre de
passages en O de la particule entre les instants 1 et 2n.

(a) Pour tout n € N*  exprimer N,, en fonction des variables aléatoires Z.

(b) 1. Montrer que, pour tout entier k € N, P(Za,y1 = 1) = 0.
1 2k
ii. Montrer que, pour tout entier k € N*, P(Zy, = 1) = Tk >
(c) Montrer que pour tout entier n > 1,

(2n+1) 2n

B(Ny) = "= 3

- 1.

(d) En déduire un équivalent de E(N,,) quand n tend vers +oo.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous

n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soient A € M, (R) et B € Ma,(R) définie par :

A 24
BZ(A 24

1. Question préliminaire :
Soient X et Y deux matrices colonnes de M,, 1 (R).
Montrer que :

A 2A X AX 4 2AY
A 24 Y AX +2AY
1
2

2
2. Dans cette question, on étudie le cas ou A = ( 1

a) Donner les valeurs propres de A.

(a)

(b) Justifier que A est diagonalisable.

(c) Montrer que 0 est valeur propre de B et donner la dimension du sous-espace propre associé.
)

(d) Soient A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
Trouver un vecteur propre de B.

(e) La matrice B est-elle diagonalisable ?

3. On revient au cas général et on suppose que A est une matrice de M, (R) diagonalisable et de
rang égal a n.

(a) Reprendre les questions 2(c) a 2(e) dans le cas ou A admet n valeurs propres distinctes.

(b) Reprendre les questions 2(c) a 2(e) dans le cas ou A admet moins de n valeurs propres
distinctes.

Exercice 2.
nne_n \/ﬁ

1. On considére la suite (uy)nen+ définie par, pour tout n € N*, u,, = "

. Un+1
On pose aussi, pour tout n € N*, v,, = In nt )
Un

(a) Pour tout n € N*, exprimer vy, en fonction de n.
(b) Montrer que la série de terme général v,, converge.
(¢) En déduire qu'il existe un réel C' > 0 tel que n! ol Cn"e "\/n.
2. On considére un ensemble € muni d’une probabilité P et une suite d’événements (A, )nen+ telle
que, pour tout n € N*, P(kﬁ Ag) > 0.
=1

Démontrer que, pour tout n > 2, on a :
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3. Soit n € N*. Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules blanches. On tire deux par
deux, sans remise, les boules jusqu’a vider I'urne. On suppose qu’a chaque tirage, les boules sont
prélevées de 'urne avec la méme probabilité.

Pour tout j € [1,n], on note E; I'événement « on obtient une boule de chaque couleur au j-iéme
tirage ».

(a) Calculer la probabilité d’obtenir deux boules de la méme couleur au premier tirage.
(b) Calculer P(Ey) et P(Eq|Ey).

J
(c) Pour tout j € [1,n — 1], exprimer P (Ej_l'_l N Ek> en fonction de n et de j.
k=1

(d) Quelle est la probabilité p, que 'on tire une boule de chaque couleur a chaque tirage ?

(e) Calculer la limite de p, quand n tend vers +oo ?
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous Invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit P un polyndéme a coefficients réels, de degré n € N, n > 2.
On peut donc écrire P sous la forme :

Ve € R, P(x) =ag+aix+ -+ apz" ou a, # 0.

Soient zp, ..., z, les racines (n + 1)-éme de l'unité, c’est-a-dire les complexes solutions de I’équation
2"+ = 1. On définit alors M par :

M =sup{|P(z)| | k€ {0,1,...,n}}.

+

1. Résoudre dans C I’équation 2"t =1 et montrer que I'on peut choisir z; de telle sorte que :

Vi e {0,1,...,n}, z =2~
2. Montrer que M > 0.

3. Soit p un entier naturel.

n
Calculer Z z; en fonction de p.
k=0
4. Montrer que :

> P(z) <(n+1)M

et en déduire que |ag] < M.

5. Soit ¢ un entier de {1,...,n}. Montrer que :
(n+1)a; = ZP(Zk)zk_i
6. En déduire que : Vi € {1,...,n}, |a;| < M.
Exercice 2.

1 1
On définit, pour tout n € N*, a,, = — —In <1 + —
n n

1. Questions préliminaires.
(a) Montrer que, pour tout h € R, 1 +h < e/,
(b) Montrer que, pour tout n € N, pour tout x € Ry, 2" > 1+ n(x — 1).

2. Montrer que la série de terme général a,, est convergente.
On note sa somme S dans la suite.
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3. Expression de S avec des intégrales.

On considére les intégrales

1 —t +oo —t
1 —
I :/ € dt et J :/ € ae
0 t 1 t

(a) Montrer que I et J sont convergentes.

(b) Montrer que, pour tout n > 1,
n 1
1 1—(1—u)"
> - / 1-0-w"
k=1 0 v
(c) En déduire que, pour tout n > 1,

11 _ n
1—1nn—/ 1hn(t)dt—/ fin(?) dt,
0 1t

k
k=1

n

t n
ou, pour tout ¢t € [0,n], hy(t) = <1 -—— .
n

(d) Montrer que, pour tout n > 1 et pour tout ¢ € [0, n],

(e) En déduire que, pour tout n > 1 et pour tout ¢ € [0, n],

2
0<e ' —hy(t) < —e .
n

(f) 1. Montrer que, pour tout n > 1,

- Mot = ha(t 1 oo et
Zak—[I—J]:/ e()dt—ln<1+ +/ £t
1 0 t n n t

ii. En déduire que S =1 —J.
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