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Garantir/améliorer la précision numérique d’une implémentation

Spécification

x2+2x+1=(x+1)2=...

Implémentation

((x*x)+(2*x))+1 
≠ (x+1)*(x+1)

Première sémantique : Arithmétique usuelle (nombres réels)
Précision infinie, lois algébriques (associativité, distributivité, etc.)
Seconde sémantique :
Arithmétique des ordinateurs : erreurs d’arrondis, pas de lois algébriques

formule 
mathématique

implémentation
directe

implémentation
optimisée
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Objet : évaluation d’une formule mathématique en arithmétique à
virgule flottante sur ordinateur.

Objectifs : meilleur code flottant, obtenu plus rapidement, avec
une garantie sur la qualité du résultat calculé.

Qualité du résultat :
I par exemple, précision (erreur petite), fiabilité (pas

d’over/underflow), portabilité. . . ;
I doit être quantifiée et garantie, prouvée.

Automatisation du développement et de la validation.
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Fonctionnement et résultats attendus
Réunions :
Lyon, avril 2007 Saclay, avril 2008 Perpignan, mai 2010
Perpignan, oct. 2007 Lyon, sept. 2009 Lyon, oct. 2010

Financement : 130 500 e
I un an d’ingénieur (en cours) 47 ke
I matériel : 18 ke
I réunions du projet : 31,5 ke
I présentation des résultats (conférences) : 29 ke

Résultats attendus :
I prototype logiciel ;
I dissémination : auprès de nos partenaires industriels (ST,. . . ) ;

organisation de SCAN’2010 à Lyon.
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Évaluation

Objectif : calculer une valeur flottante proche d’une valeur
mathématique exacte.

Difficultés :
I décrire la valeur mathématique exacte, ce que l’on veut

calculer ;
I construire un bon approximant, critères = proximité

mathématique, respect de certaines contraintes, mais aussi
erreurs d’arrondi ;

I déterminer un bon schéma d’évaluation : précis, rapide ;
I tenir compte des contraintes architecturales.
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Évaluation : réalisations
I approximation par un polynôme à coefficients flottants
I approximations hiérarchiques
I schéma d’évaluation
I algorithmes compensés
I calculs sur GPU

Perspectives :
I évaluation de polynômes rapide et précise
I approximation par un polynôme à plusieurs variables
I approximation par des sommes trigo. à coefficients flottants
I évaluation de polynômes en virgule fixe
I modélisation des architectures

Évaluation : coup de projecteur sur Sollya
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Validation
Vocabulaire : validation, certification, calcul garanti, calcul fiable ?

Validation numérique :
I utilisation de propriétés de l’arithmétique flottante ;
I différentiation automatique (Tapenade, modèles de Taylor,

conditionnement) ;
I calcul par intervalles.

Preuve formelle :
I vérifier les preuves à l’aide d’un assistant de preuve ;
I générer, avec le code, les indications permettant la preuve ;
I quelles indications, comment les établir, comment les

transmettre entre les différents outils ?

Sémantique :
I transformations de code à exprimer dans un cadre sémantique.
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Validation : réalisations
Réalisations :

I tests exhaustifs pour les pires cas
I norme sup
I algorithmes compensés
I Fluctuat
I Gappa
I différentiation automatique

Travaux en cours
I calcul par intervalles
I différentiation automatique et conditionnement

Validation : coup de projecteur sur Sardanes
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Automatisation : problème

I Difficultés :
I beaucoup de détails à traiter ;
I expertise humaine et validation manuelle ⇒ petits codes ;
I beaucoup d’erreurs, chronophage et non réutilisable.

I But :
I automatiser cette expertise ;
I traiter des codes plus conséquents.

I Directions :
I spécification et analyse de l’objet mathématique ;
I génération du code flottant ;
I validation (incluant la preuve).
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Automatisation : réalisations
Réalisations

I amélioration de la précision
I Sollya
I Flip
I FloPoCo

Travaux en cours
I LEMA, un Langage pour les Expressions Mathématiques

Annotées : la partie glu, qui permet à des outils différents de
communiquer

À venir
I LEMA : aspects de transformation

Automatisation : coup de projecteur sur FLIP
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Cahiers de l’ANR
21 juillet 2009 : demande

Afin de valoriser les recherches scientifiques financées par l’ANR,
cette dernière lance une collection. Le Numéro 1 est déjà paru.
Nous vous sollicitons pour le Numéro 3 de cette collection.
Pour le numéro 3 nous proposons de traiter le sujet suivant (titre
provisoire) : « Calcul haute performance : une technologie clé pour
de multiples applications ». Ce choix du sujet nous a conduit à
retenir votre projet pour ce numéro spécial (d’une centaine de
pages) qui sera organisé ainsi : 1 à 15 pages d’introduction puis 1
fiche d’une page par projet (dans ce cas 100 projets, environ, sont
sélectionnés)
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Cahiers de l’ANR - 1er août 2009 : fiche
Programme « Blanc », édition 2006

Projet EVA-Flo
 Maîtriser les erreurs d'arrondi commises par votre 

ordinateur

Contact : Nathalie REVOL, Nathalie.Revol@ens-lyon.fr - http://www.ens-lyon.fr/LIP/Arenaire/EVA-Flo/EVA-Flo.html  
 

Une exigence de qualité pour les calculs 
numériques en arithmétique 
flottante

Lors du passage d'une formulation mathématique à un 
calcul  numérique sur ordinateur,  on aimerait  que les 
résultats calculés soient proches des valeurs exactes. 
Or  les  ordinateurs  calculent  le  plus  souvent  en 
arithmétique flottante : ils utilisent une représentation 
de taille finie et fixée pour les nombres et commettent 
donc, entre autres, des erreurs d'arrondi.  Le premier 
objectif  du  projet  EVA-Flo  est  d'évaluer 
numériquement une formule mathématique, de façon 
rapide et précise. On veut pouvoir spécifier la qualité 
du résultat calculé, par exemple une erreur absolue ou 
relative entre le résultat calculé et le résultat exact, ou 
la  garantie  qu'aucun  débordement  ne  se  produit 
(nombres trop grands, arrondis en ∞, ou trop petits)…
Le  deuxième  objectif  est  que  cette  qualité  soit 
quantifiée (par exemple « erreur relative ≤ 10-14 ») et 
garantie,  le  dernier  objectif  étant  que  ce  processus 
d'évaluation et de validation soit automatisé.
Les  formules  mathématiques  visées  s'expriment  à 
l'aide d'opérations arithmétiques ou algébriques et de 
fonctions mathématiques (exp, sin, atanh…), ainsi que 
de branchements conditionnels et de boucles. Il s'agit 
typiquement de petites portions critiques de plus gros 
codes numériques.

Automatiser, automatiser, automatiser 
l'expertise acquise

De nombreux exemples ont été traités à la main par le 
passé, le stade actuel est d'automatiser l'expertise ainsi 
acquise pour chacune des étapes. Tout d'abord, il s'agit de 
définir précisément le résultat mathématique cherché et 
de construire de bons approximants (faible erreur relative) 
qui conduisent à une implantation adaptée à un calcul sur 
ordinateur,  typiquement  des  polynômes  à  coefficients 
flottants. Ensuite on détermine des schémas d'évaluation 
rapides et précis pour ces approximants, par exploration 
exhaustive  ;  il  faut  ici  tenir  compte  des  contraintes 
architecturales. Pour atteindre une précision satisfaisante, 
différentes techniques sont envisageables : utilisation de 
double-double,  de  schémas  compensés… La mise  au 
point de la preuve de la qualité du résultat ainsi calculé fait 
appel à des propriétés fines de l'arithmétique flottante, à 
des  calculs  en  arithmétique  par  intervalles  et  en 
arithmétique  à  précision  étendue…  Ces  preuves  sont 
établies de façon à pouvoir être vérifiées par un assistant 
de preuve (Coq dans notre cas) : en effet ces preuves, 
impliquant beaucoup de cas particuliers, sont sujettes aux 
oublis  et  erreurs,  d'où  l'importance  de  les  vérifier 

automatiquement. 

La formulation mathématique, par exemple une fonction (à  
gauche) peut donner lieu à une implantation qui en est  
une  mauvaise  approximation  (au  centre).  On  aimerait  
obtenir une meilleure implantation (à droite) et de façon la  
plus automatisée possible. 

Le  projet  « EVA-Flo Evaluation  et  Validation 
Automatique pour  le  calcul  Flottant  -  New Automatic  
Tools for  Validated Floating-point  Computations » est  
un  projet  de  recherche  fondamentale  /  recherche 
industrielle  /  développement  expérimental coordonné 
par  Arénaire  (LIP,  ENS Lyon).  Il  associe  aussi  Dali  
(LP2A, U. Perpignan), MeASI (LIST, CEA Saclay), et  
Tropics  (INRIA Sophia  Antipolis  –  Méditerranée). Le 
projet a commencé en janvier 2006 pour une durée de 
48 mois : il bénéficie d’une aide ANR de  130 k€ pour 
un coût global de l’ordre de 1,5 M€.

IMPACTS

Résultats majeurs 
Notre  objectif  d'automatisation  s'est  concrétisé  par  la 
création de logiciels :
- Sollya : recherche d'un bon approximant ;
- Gappa : preuve de qualité numérique, vérifiable par Coq ;
- CRlibm : fonctions mathématiques avec arrondi correct ; 
à l'origine de la recommandation de la norme IEEE 754-
2008 d'inclure les fonctions mathématiques avec arrondi 
correct ;
- Flip : arithmétique flottante sur certains DSP ;
- calcul numérique sur GPU ;
-  Fluctuat  :  analyse de la  qualité  numérique de codes 
scientifiques (pré-existant au projet) ;
- projet Sardanes : analyse et amélioration de la qualité 
d'expressions mathématiques.

Production scientifique et brevets 
Outre les logiciels déjà cités, six thèses ont été soutenues. 
Une quinzaine d'articles de revues et  une vingtaine de 
présentations lors de conférences internationales ont été 
produits.  Enfin,  l'expertise  du  groupe  sur  l'arithmétique 
flottante a donné lieu à un livre collectif, The Handbook of 
Floating-Point Arithmetic, à paraître à l'automne 2009. À 
noter  aussi,  la  participation  active  et  la  présidence  du 
groupe  IEEE  de  normalisation  de  l'arithmétique  par 
intervalles.
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Colloque ANR STIC
I [10− 07− 2009] : L’Agence Nationale de la Recherche (ANR),

avec l’appui logistique et scientifique de l’unité-support
SUPCOR-INRIA, organise du 5 au 7 janvier 2010 à la Cité des
Sciences à Paris un grand colloque STIC. Nous vous
remercions de bien vouloir réserver ces dates.

I [06− 10− 2009] : Le projet ANR dont vous êtes le
coordinateur a été présélectionné en vue d’une présentation
orale lors du grand colloque ANR STIC (5-7 janvier 2010, La
Cité des Sciences et de l’Industrie, Paris). Nous vous
remercions de bien vouloir bloquer ces dates dans votre
agenda, et nous confirmer votre participation.

I [05/07− 01− 2010] à la Cité des Sciences, « Colloque ANR
STIC 2010 - Quelle recherche pour les STIC de demain ? » :
100 exposés, 220 posters, 700 participants.
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Colloque ANR STIC : poster

Projet ANR-Blanc STIC :

EVA-Flo : Évaluation et Validation Automatique pour le calcul Flottant
New Automatic Tools for Validated Floating-point Computations

Demanding quality for numerical computations
using floating-point arithmetic
When a mathematical formula is translated into a numerical computation,
it is hoped that computed results are close to the corresponding exact
values. However, computers usually employ floating-point arithmetic: the
representation of numbers has a finite fixed size. Consequently, rounding
errors are made. The first goal of the EVA-Flo project is to evaluate nu-
merically a formula in a fast and accurate way. The quality of the result
can be specified, such as a relative or absolute error between the exact
value and the computed result, or the guarantee that no overflow occurs
(numbers too large to be represented and converted into ∞). . . The sec-
ond goal of the EVA-Flo project is that this quality can be quantified (for
instance “the relative error is < 10−14”) and certified. The last goal is that
this process of evaluation and validation is automated.
The target mathematical formulas of the EVA-Flo project are expressed
using arithmetic or algebraic operations and mathematical functions (exp,
sinh, arctan. . . ), and they can contain few conditional branches and loops.
Typically, the focus is on small critical portions of large numerical codes.

higher−quality implementationstraightforward implementationmathematical formula

6= (x + 1) ∗ (x + 1)

((x ∗ x) + (2 ∗ x)) + 1

Implementation
Specification

x2 + 2x + 1 = (x + 1)2 = . . .

The mathematical model, as illustrated here by the function on the
left, can correspond to an implementation (center) that poorly approx-
imates it. The goal is to obtain a better implementation, such as the
one on the right, and as automatically as possible.

Floating-point representation
Real numbers are represented on a computer, at the hardware level,
as floating-point numbers. Such a representation comprises a signifi-
cand, with a finite and fixed number of digits, multiplied by a power of
the computing radix and by a sign (±1). For instance, in radix 10 and
with 3 digits, the number 125 000 can be represented as 125 × 103, or
12.5 × 104, or also 1.25 × 105, hence the terminology of floating point.
The main advantage of this representation is to be able to represent
values that have very different orders of magnitude and still to use a
very limited amount of memory. For the double precision, the repre-
sentable numbers vary between 2.25 × 10−308 and 1.798 × 10308. The
main drawback of this representation, as of any fixed-size representa-
tion, is that most real numbers, including the results of operations on
floating-point numbers, cannot be represented and must be rounded.

Taming roundoff errors. . .
as well as other numerical errors made by your computer

Automate, automate, automate the accumulated expertise

code generation

tool (hardware)

code generation

tool (software)

generated code

(CRlibm/...)

input code/
expression,

constraints

(range, error bounds...).

* numerical properties

* mathematical expressions;

represented in LEMA:

Data concerning

the computation tree

sequence

multiple−precision libraries

(MPFR/...)

formal proof

error analysis

(Gappa/...)

generator of polynomial

evaluation schemes
(e.g. polynomials)

generator of best approximants

automatic differentiation

(Tapenade)

rewriting/...

symbolic differentiation/

code generation

tool (Coq proof)

generated code generated code

of commands

LEMA (un Langage pour les Expressions Math-
ématiques Annotées) is a representation lan-
guage that encodes not only a program, but
also extra knowledge about the link between
exact and floating-point values, about proper-
ties of some operations. . . It will serve both as a
common representation format between various
software tools and as a track of the various steps
performed during the automated generation of
code (either more accurate, or better suited to a
specific architecture such as an embedded pro-
cessor or a GPU, or . . . ).

Numerous problems have been handled in a pen and paper manner in the
past. The current step consists in automating, at each level, the exper-
tise gained through the handling of these problems. The first level is to
specify precisely the desired mathematical result and to determine good
approximants (e.g., with a small relative error) that are well-suited to an im-
plementation on a computer. Typically, these approximants are polynomials
with floating-point coefficients. The second level is to determine evaluation
schemes that are both fast and accurate, using exhaustive search. The ar-
chitecture of the target processor plays a key role here. Another level is the
choice of the technique employed to reach the required accuracy: double-
double arithmetic, compensated evaluation schemes. . . . Both method er-
ror and implementation error are then bounded and certified. Usually, the
method error is estimated but not bounded, whereas the implementation
error is rarely handled. Such proofs on the quality of the computed result
use a fine knowledge of the properties of the floating-point arithmetic, they
are also based on computations using interval arithmetic and extended-
precision arithmetic. Then, a proof is reworked and written so that a proof
checker can check it; we use the Coq proof checker. Indeed, a typical proof
includes many peculiar cases and is thus error-prone when it is performed
by a human. This explains why it is essential to check it automatically.

Fluctuat is a static analyzer, intended to
cope with real industrial problems.
Its designers contribute to EVA-Flo
through their expertise in automated
validation of floating-point codes.

Most significant outcomes
Software production
Reaching full automation becomes closer with the development of software pieces:

• Sollya: determination of a good polynomial approximation, including a guaranteed approximation error;
• Gappa (mainly developed prior to EVA-Flo): bounds on evaluation errors, that can be checked by the proof checker Coq;
• CRlibm (mainly developed prior to EVA-Flo): correctly rounded mathematical functions; this proof of concept library resulted in the

recommendation, in the IEEE 754-2008 standard, that elementary functions should be correctly rounded; large parts of its current code
are automatically generated by an experimental code generation tool, metalibm.
• FloPoCo: a VHDL code generator for Floating-Point Cores on FPGAs, with application-specific optimizations for non-standard operators;
• FLIP: software emulation of IEEE-754 floating-point arithmetic on some embedded media processors;
• CGPE: Code Generation for Polynomial Evaluation, taking into account architectural features;
• Fluctuat (developed independently and prior to EVA-Flo): analysis of the numerical quality of scientific codes;
• Tapenade (developed independently and prior to EVA-Flo): automatic differentiation of codes;
• Sardanes project: analysis and rewriting of mathematical expressions to achieve better accuracy.

Scientific production
Apart from the software developments already mentioned, 6 PhD the-
ses, related to these topics, have been defended. Around 15 arti-
cles in scientific journals and 20 presentations at international confer-
ences have been produced. Eventually, the expertise of the group on
floating-point arithmetic has given rise to a collective book, The Hand-
book of Floating-Point Arithmetic, published by Birkhäuser in Novem-
ber 2009. Let us also mention the activity in standardization com-
mittees: participation to IEEE 754-2008 for floating-point arithmetic,
chair of the IEEE 1788 for interval arithmetic.

The EVA-Flo project: Évaluation et Validation Automatique pour le calcul Flottant - New Automatic Tools for Validated Floating-point Computations is an ANR Blanc-STIC research project. It is
headed by Arénaire (LIP, ENS Lyon). It associates Dali (Eliaus, U. Perpignan), MeASI (LIST, CEA Saclay) and Tropics (INRIA Sophia Antipolis - Méditerranée). The project started in November
2006 and its duration is 48 months. It is subsidized by ANR: 130 ke and the global cost is 1.5 Me.
Contact: Nathalie REVOL Nathalie.Revol@ens-lyon.fr - http://www.ens-lyon.fr/LIP/Arenaire/EVA-Flo/

http://www-list.cea.fr/ http://www.cnrs.fr/ http://webdali.univ-perp.fr/ http://eliaus.univ-perp.fr/ http://www.ens-lyon.fr/ http://www.inria.fr/ http://www.ens-lyon.fr/LIP http://www.univ-lyon1.fr/ http://www.univ-perp.fr/ http://www.universite-lyon.fr/
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dont celui-ci est la quintessence.
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Fiche projet : 19 février 2010

Cette fiche doit permettre d’établir un bilan de l’Edition 2006 des
Programmes Blanc et Jeunes Chercheurs Jeunes Chercheuses avec
publication d’un recueil regroupant les fiches projet de tous les
projets financés, même s’ils ne sont pas complètement achevés au
moment de la publication.

NB : Ces informations sont destinées à une très large diffusion et ne
doivent donc pas contenir de données sensibles.

Date limite pour déposer la fiche : 1er mars 2010
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Fiche projet : 4 mars 2010

I Informations administratives (acronyme, titre, discipline,
montant du financement, partenaires)

I mots clés (5 principaux)
I résumé du projet (15 lignes maximum)

item verrous ou points durs (scientifiques, technologiques,
organisationnels ldots) à dépasser (8 lignes maximum)

I résultats majeurs (8 lignes maximum)
I production scientifique depuis le début du projet (publications,

invitées ou non, et logiciels)
I personnel (en hommes x mois)
I 3 images maximum.
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