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[RESOLUTION DE LATOME D 'HYDROGENE
PAR L ETUDE DE SYMETRIES

ALEXANDRE MICHEL, THOMAS KoOScC

Le modéle de 'atome d’hydrogene est le premier succes historique de la mécanique quantique,
ayant prédit les niveaux d’énergie quantifiés de 1’électron. Son enseignement dans le cycle
universitaire est capital. Pourtant, sa résolution exacte passe souvent par de lourds calculs
analytiques menés a partir de ’équation de Schrédinger, qu’il est possible d’éviter en considé-
rant toutes les propriétés de symétrie qu’'un tel systéme possede. L’objectif de cet article est
d’aboutir au résultat bien connu des niveaux quantifiés de ’atome d’hydrogene sans effectuer

de calculs analytiques.

1. INTRODUCTION

Cet article traite la quantification des niveaux d’éner-
gie de 'atome d’hydrogeéne par une résolution algébrique.
C’est Pauli [1] qui en 1926 trouve que les niveaux d’éner-
gie de 'atome d’hydrogeéne sont discrets et évoluent en
1/n?, en s’interessant uniquement & des considérations al-
gébriques et non en résolvant 1’équation de Schrédinger.
C’est cette démarche que nous allons reprendre en étu-
diant un objet qui suscita l'intérét de nombreux physi-
ciens : le vecteur de Runge-Lenz. L’histoire de ce vecteur
tient notamment dans ses nombreuses redécouvertes au
fil des sicles. C'est Hermann au XVII®™ sidcle qui fat
le premier a étudié géométriquement ce vecteur dans le
cadre d’'un probléme & force centrale en carré inverse. La-
place fin XVIIT®™® puis Hamilton au XIX®™° et enfin Gibbs
début XX®™° redécouvrent le vecteur de Runge-Lenz par
des approches analytiques [2]. Il sera finalement référencé
dans des traités de Runge et Lenz puis utilisé par Pauli
comme vecteur de Runge-Lenz dans ’article sur le traite-
ment quantique de ’atome d’hydrogéne en 1926 [1].

Il est une quantité conservée du probleme de Kepler,
directement lié a l’excentricité de la trajectoire. Apres
I’étude classique de ce vecteur, nous 1'utilisons pour la ré-
solution algébrique du probleme de 'atome d’hydrogene
dans le cadre quantique. C’est grace a ’étude des algebres
de Lie engendrées par les observables qui commutent avec
le hamiltonien du systéme (qui sont donc liées aux quan-
tités conservées du probléme) que 'on peut remonter a la
quantification des niveaux d’énergies de I'atome d’hydro-
gene. Notamment, nous serons amenés a étudier 1’algebre
s0(4) a partir des résultats établis en amont sur 'algebre
de type moment cinétique s0(3).

2. ETUDE CLASSIQUE DU PROBLEME DE KEPLER ET
VECTEUR DE RUNGE-LENZ

Considérons un probléme a force centrale a deux corps
dans le cadre de la mécanique classique (par exemple
un corps gravitant autour d’un astre attracteur), donné

par un potentiel de la forme V(d) = —, ol k est une

constante qui caractérise la force d’un corps sur I’autre et
d la distance qui les sépare.

Supposons le systéme isolé, nous rappelons que le mou-
vement de ce systeme peut étre décomposé en somme d’un
mouvement du centre de masse et d’un mouvement rela-
tif des deux corps. Nous nous intéressons uniquement a la
dynamique relative des deux corps. Notons p I'impulsion
relative du systéme formé par 'astre attracteur et I'astre
gravitant, r la position relative des deux astres. Tout se
passe donc comme si on étudiait une particule fictive de
masse réduite u, de position r et d’impulsion p. Rappelons
les expressions de quelques observables qui seront utiles
dans la suite de ’étude :

2

H = 5— — — hamiltonien du mouvement relatif,
"
L = r xp moment cinétique de la particule fictive,
1 T
A = —(pxL)——. 1
ok (px L) (1)

La derniere quantité est le vecteur de Runge-Lenz adimen-
sionné pour cette particule [2].

Pour un mouvement a force centrale, il est bien connu
que le moment cinétique et le hamiltonien sont des quan-
tités conservées, qui proviennent respectivement de l'in-
variance du probléeme par rotation et translation tempo-
relle. La conservation du moment cinétique implique que
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le mouvement de la particule fictive est contenu dans un
plan. Un calcul direct permet de démontrer que le vecteur
de Runge-Lenz (1) est également une quantité conservée :

“a_y
dt
Cette relation peut s’écrire en termes de crochets de
Poisson, formulation hamiltonienne de 1’évolution tempo-
relle des observables, et qui sera utile plus tard pour la
transition vers la formulation quantique du probléme :

OH DA OH A
0q; Op;  Op; Og;
0,

{H,A} =

(2)

avec somme implicite sur la variable muette ¢ (la conven-
tion de sommation d’Einstein est utilisée dans tout l'ar-
ticle). Dans la suite nous énumérons plusieures propriétés
du vecteur de Runge-Lenz classique. Nous montrons que
sa norme est liée au mouvement de la particule fictive :
puisqu’il est somme d’un produit vectoriel contenant L et
d’une partie radiale (orthogonale & L) (1), il est ortho-
gonal au moment cinétique. Il est donc contenu dans le
plan de la trajectoire a tout instant et étant conservé, on
peut fixer 'axe Ox du repére cartésien selon A et 'axe
Oz de ce méme repeére de facon perpendiculaire au plan
de la trajectoire, comme cela est fait sur la Figure 1. Le
vecteur de Runge-Lenz donne ainsi une direction privilé-
giée a la trajectoire, qui se trouve étre le demi-grand axe si
le mouvement est elliptique. Il n’est nul besoin de préciser
Porigine du repere, puisque I'on s’intéresse au mouvement
relatif du probléme a deux corps. Dans un tel repére, en
évaluant la quantité A -7, nous démontrons que 1’équation
paramétrisée de la trajectoire s’écrit :

2
o) = Q
+ Acos(6)
ou 6 est défini comme l'angle entre 'axe Ox et le vec-
teur position 7, ce qui montre que A est directement relié
a excentricité de la trajectoire. Le prochain résultat est
plus essentiel pour la suite de 'article, car relie le carré du
vecteur de Runge-Lenz & ’énergie du probleme, et nous

Fig. 1 Schéma visualisant la paramétrisation du mouve-
ment de la particule fictive ainsi que diverses grandeurs
vectorielles.
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verrons que dans la formulation quantique du probléme a
force centrale, on trouvera un résultat analogue. En phy-
sique classique, nous montrons que :

2L?
el (4)

Nous retrouvons la propriété que le signe de 1’énergie
(signe de H) détermine la nature de la trajectoire : si
I’énergie est négative, 'excentricité est inférieure a 1 et
le systéme est dans un état lié (trajectoire elliptique). In-
versement, si I’énergie est positive ou nulle, I’excentricité
est supérieure ou égale a 1 ce qui correspond a un état de
diffusion (trajectoire parabolique ou hyperbolique). Nous
nous arrétons la pour les résultats classiques du vecteur
de Runge-Lenz dans la cadre du probleme de Kepler. Des
résultats plus approfondis sont donnés dans les diverses
références en fin d’article. Avec pour objectif le résultat de
la quantification des niveaux d’énergie de ’atome d’hydro-
gene, étudions la formulation quantique de ce probleme a
deux corps.

A’ =1+ H.

3. APPROCHE QUANTIQUE DU PROBLEME

Traiter le probléeme de ’atome d’hydrogene défini pré-
cédemment en mécanique quantique se fera en appliquant
la quantification canonique (6) sans plus rentrer dans les
détails. En termes des variables d’impulsion et position re-
latives, les relations canoniques du crochet de Poisson en
mécanique classique étaient :

{ri,p;} = di;- (5)

En formalisme quantique, les observables sont des opé-
rateurs agissant sur l’espace de Hilbert du probleme étu-
dié. Nous remplacons formellement le crochet de Poisson
pour les observables par le commutateur, avec un facteur
1 /i k. Nous utiliserons la quantification canonique habi-
tuelle suivante ot 'on omet d’écrire 'opérateur identité :

(6)
Par convention, les observables en mécanique quantique
porteront un chapeau, afin de rappeler au lecteur que nous
manipulons des opérateurs. D’un point de vue formel, on
.2
k

cherche & diagonaliser le hamiltonien H = on 7
L

7
exprimé en termes des opérateurs d’impulsion relative et
de position relative du systeme a deux corps interagissant
par un potentiel coulombien. De maniere générale, la
diagonalisation d’un tel hamiltonien indépendant du
temps se fait en résolvant ’équation aux valeurs propres
HU = EV, avec E I’énergie du syteme et ¥ fonction
d’onde d’un état propre d’énergie E. Cette équation est
une équation aux dérivées partielles dont la résolution
analytique est lourde en calculs. Les motivations de ce
projet sont justement d’éviter ces calculs en étudiant les
symétries du probleme. Dans la continuité de la premiere
partie, nous allons donc nous intéresser aux observables
qui commutent avec le hamiltonien.

[Fi, D] = 1hds5.

ici

Nous savons qu’en mécanique classique, ’évolution tem-
porelle d’'une observable qui ne dépend pas explicitement
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du temps est donnée par son crochet de Poisson avec le
hamiltonien classique du probléme. Nous rappelons qu’en
vertu du théoreme d’Ehrenfest, 1’évolution temporelle de
la valeur moyenne d’observable B en représentation de
Schrédinger, ne dépendant pas explicitement du temps,

dans un état quelconque est donnée par :

ih% - <{BH}> . (7)

Une quantité conservée est donc une observable qui
commute avec le hamiltonien du probleme. Dans la suite,
nous nous placons dans la représentation de Schrodinger
pour mener les calculs.

Pour un probléeme a force centrale, il est bien connu que
le moment cinétique orbital défini par 'opérateur hermi-
tique L =#x P est une quantité conservée puisqu’elle com-
mute avec le hamiltonien. Cela en fait une observable inté-
ressante pour la résolution algébrique de ’atome d’hydro-
gene, d’autant que ses éléments propres sont bien connus.
En effet, en utilisant la quantification canonique (6), il est
aisément démontrable que les trois composantes du mo-
ment cinétique orbital vérifient les relations de commuta-
tion :

[Li,LJ} — ihie;ju L. (8)

D’un point de vue mathématique, les trois composantes
de 'opérateur vectoriel L génerent une algebre de Lie iso-
morphe a s0(3) [3]. Cette propriété permet de calculer

les valeurs propres des opérateurs L? et L,. Les valeurs
propres de ces deux opérateurs peuvent s’écrire :

a2 . L. .
L7j,m) = n?j(j+1)|j,m),

hm|j, m).

R )
LZU7 m> =

Elles font intervenir deux parametres j et m, qui pour des
opérateurs satisfaisant les relations de commutation (8)
sont contraints a ne prendre que des valeurs entiéres ou
demi-entiéres : 25 € N et 2m € Z. 1l est toutefois possible
de démontrer que pour le moment cinétique orbital f/7 les
valeurs demi-entiéres ne sont pas permises, propriété que
nous admettons. Nous savons aussi que la construction
des opérateurs de montée et de descente L*+=10,+ zf/y
permet de générer tous les états propres |j, m), et montrer
qu’a j fixé, m est contraint & varier dans 'intervalle [—7, j].

Un moment cinétique en mécanique quantique est dé-
fini comme un opérateur vectoriel vérifiant les relations
de commutations (8). Nous pouvons donc généraliser les
résultats précédents a tous les moments cinétiques en mé-
canique quantique. Ils joueront un réle important dans la
suite, car ils serviront a quantifier les niveaux d’énergie
de l'atome d’hydrogene. Pour autant, bien que les vec-
teurs propres du moment cinétique orbital soient aussi des
vecteurs propres du hamiltonien avec lequel il commute,
rien ne relie le moment cinétique a 1’énergie du probleme.
En d’autres termes, les valeurs propres de L ne nous ren-
seignent pas sur les valeurs des énergies du probléme (bien
que les vecteurs propres associés renseignent sur les dé-
générescences des valeurs propres du hamiltonien), ce qui

motive I’étude d’une autre grandeur : le vecteur de Runge-
Lenz.

Nous rappelons qu’en mécanique classique, I’expression
du vecteur de Runge-Lenz était

Aa-Lpxn-T
r

i (10)

En appliquand le principe de correspondance, il convient
de faire attention a I’hermiticité de I'opérateur de Runge-

A\ T
Lenz. Notons que (ﬁ X L)‘

] 7
drons donc pour expression de I'opérateur de Runge-Lenz

2] :

= — (f/ X f)) . Nous pren-

A:pr—pr_
2uk

|

: (11)

qui assure I’hermiticité de A. Notons aussi le choix d’adi-
mensionner cette observable. L’idée est maintenant de s’in-
téresser aux différentes propriétés de 'opérateur de Runge-
Lenz, et voir comment elles sont modifiées relativement au
cas classique vu en Section 2.

La propriété essentielle qui motive 1’étude méme de
lopérateur de Runge-Lenz est sa relation de commuta-
tion avec le hamiltonien du probleme. Il se trouve que cet
opérateur commute avec le hamiltonien, donc qu’il s’agit
toujours d’une quantité conservée, a prendre au sens quan-
tique (son évolution temporelle en représentation de Hein-
senberg est nulle) :

A ~

1A, 4] = 0. (12)

D’autre part, nous avions vu qu’en mécanique classique,
la définition du vecteur de Runge-Lenz conduisait directe-
ment a son orthogonalité au moment cinétique classique.
Le produit scalaire L - A était donc nul. Ce résultat est
toujours valable en formulation quantique, bien qu’il ne
constitue plus un produit scalaire, seulement une somme
de composition d’opérateurs :

P4 -

A A

A-L

LiA, =0,
ApLy =0. (13)
Nous insistons sur le fait que ce résultat n’implique pas
que ces deux opérateurs commutent. Leur relation de com-
mutation est d’ailleurs non triviale et est donnée par [4],
[5] et [6] :
[f]i,A]‘] = ihéijkAk = [Al,f/j} . (14)
L’étendue de ces calculs de commutateurs, bien que re-
présentant une grande partie du travail & effectuer, revét
peu d’intérét physique. Ils se calculent tous a partir de la
relation de commutation canonique (6). C’est dans ce sens
que nous donnons un dernier commutateur d’importance
capitale pour la suite :
o —2H

[Ai, Aﬂ = iheijkf/ki.

e (15)

On peut par contre noter le changement par rapport au
cas classique de la formule du carré de 'opérateur A qui
nous servira dans la suite de 'étude :

R (f,2 +h2> + 1.

e (16)
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Lorsque % tend vers 0, on retrouve le résultat clas-
sique (4). L’apparition d’un terme supplémentaire vient du
fait que nous manipulons des opérateurs et non plus des
scalaires, avec des relations de commutation non triviales.
En résumé pour le moment, nous avons formulé I'approche
quantique du probleme de I'atome d’hydrogene. Ilzs’agit
p k

somme toute de diagonaliser le hamiltonien H= 5 —.
I

7
Nous avons vu que le moment cinétique orbital commute

avec le hamiltonien ce qui signifie que ces deux opéra-
teurs sont codiagonalisables. Cependant, I'action du ha-
miltonien sur les états propres du moment cinétique n’est
pas connue, ce qui nous empéche de remonter aux valeurs
propres du hamiltonien, donc aux énergies de ’atome d’hy-
drogene. C’est I'opérateur de Runge-Lenz qui va nous per-
mettre de conclure sur la quantification de ces énergies.

4. ALGEBRE s0(4) ET QUANTIFICATION DE
L'ENERGIE

L’idée est de construire des observables intéressantes,
a savoir des observables aisément diagonalisables et qui
apportent des informations sur le spectre du hamiltonien.
Pour la suite, prenons un sous-espace propre de ’espace
de Hilbert sur lequel le hamiltonien admet E comme va-
leur propre et notons-le Hg. Faisons 'hypothese que cette
énergie soit négative. Il s’agit d’une hypothese raisonnable,
dans le sens ol nous cherchons a décrire les états liés de
Iatome d’hydrogene. Considérons alors les deux opéra-
teurs vectoriels suivant agissant sur ce sous-espace propre :

N 1/( ~ 'quA
K, =-(L
* 2(+ —2F )
(17)
. 1(. 2 .
K o= L(p_/*

(b5e2)

Puisque ce sont des combinaisons linéaires du moment
cinétique et du vecteur de Runge-Lenz, les composantes
des opérateurs K + et K _ commutent avec le hamilto-
nien, donc stabilisent tous ses sous-espaces propres, en
particulier celui d’énergie E auquel on s’intéresse. Pour
les calculs a venir, comme nous ne manipulerons que
des opérateurs stabilisant le sous-espace propre d’énergie
E, nous remplacerons lopérateur hamiltonien H qui
interviendra dans les expressions trouvées par le scalaire
E.

2 —2F

En utilisant les relations de commutation (14) et (15),
ainsi que la remarque précédente, on parvient a démontrer
que les deux opérateurs ainsi construits commutent entre
eux :

(K )i, (K-),] = 0. (18)

De la méme maniere, on démontre que les relations de
commutations des deux opérateurs vectoriels sont de type
moment cinétique :

[(
[(

)iy (K4);] = iheijr(K ),

K,
e ; (19)
K_)i, (K-);] = ihegjn (K- ).
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C’est une étape importante du raisonnement. Les opé-
rateurs K + et K_ engendrent tous les deux une algebre
de Lie isomorphe & s0(3) et puisqu’ils commutent entre
eux, ces deux algebres sont indépendantes. Formulé au-
trement, en rappelant que s0(3) X s0(3) est isomorphe &
s0(4), K, et K_ sont les générateurs d'une algébre iso-
morphe & s0(4). Nous sommes donc en train de chercher
a caractériser les éléments propres d’opérateurs générant
une algebre de type so(4).

Nous admettons que le sous-espace propre d’énergie F
que 'on étudie est de dimension finie. II est alors une
représentation de s0(4) de dimension finie, donc on sait
qu’il peut s’écrire comme somme de représentations irré-
ductibles de s0(4). Cherchons alors toutes les représen-
tations irréductibles de cette algébre. On utilise le théo-
réme [3] énongant qu’une représentation irréductible de
50(4) est le produit tensoriel de deux représentations ir-
réductibles de s0(3). Or nous savons déja caractériser les
représentations irréductibles de so(3) (9) : elles sont in-
dexées par un demi-entier s, et décrites par une base |s, p)
ot l'on a p € [—s, s]. Choisir une représentation irréduc-
tible de so0(4), c’est alors choisir un couple de demi-entiers
(s1,8—); notons-la V(sy,s_). Une base de cette représen-
tation est donnée par 'Equation (20) :

|S+,5_7p+,p_>. (20)

Pour si fixé (on rappelle que sy est positif ou nul),

P+ peut varier entre —s; et sy, et on a le méme résultat

~_2 A~
pour s_ et p_. L’action des opérateurs K, et (K4), sur
les vecteurs de la base ainsi définie est :

2S+(S+ + ].)|S+, S*7p+7p*>

~ 2
K+|S+,S,,p+7p,
25—(8— + 1)|S+,S_,p+7p_>,
= hp+|s+7877p+ap7>7

= hp_‘8+78_,p+,p_>.

A 2

K_|S+,S_’p+7p_
(K+)Z|S+,S,,p+,p,
(R—)Z|S+?S—ap+7p—

~ o~ o~ o~

(21)

On vient de voir que Hg est somme directe de repré-
sentations irréductibles de so(4). Choisissons une de ces
représentations, indexée par sy et s_, et telle que ’action
des opérateurs K, sur les élements de la base est don-

, -2
née par ’Equation (21). On calcule alors la valeur de K

et de K 2_ en tant qu’opérateurs que l'on applique a un
état du sous-espace propre d’énergie E [4]. Pour cela on
utilise notamment les relations (13) ainsi que la formule
donnant le carré de 'opérateur A en mécanique quantique
(16) (différente de celle du cas classique) :

(22)

Cette derniére égalité, mise de paire avec I'Equa-
tion (21), implique l'égalité s, = s_. On définit alors un
seul demi-entier s afin d’alléger les notations. Nous intro-
duisons un nouveau nombre noté n tel que n = 2s+1 € N*.
On calcule finalement la quantité suivante de deux ma-
niéres différentes (avec 'Equation (21) d’une part et avec
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I'Equation (22) d’autre part) :

2K —2K” = —1* (n? — 1)
MkQ h2 (23)
= 9p T

Il en découle le résultat bien connu de 1’énergie quanti-
fiée de I'atome d’hydrogene :

k2
T o2 &

-1

F? (24)

ou n est le nombre quantique principal que 1’on obtient
— k2
2h2n2’
Cette formule donne les niveaux d’énergie discrets de
I'atome d’hydrogene sans considération du spin ni des
effets relativistes.

avec I'approche analytique. On définit alors E,, =

Nous venons de démontrer que, prenant un sous-espace
propre d’énergie E que l'on suppose de dimension finie,
I’énergie ne peut prendre que la forme donnée par
I'Equation (24). Ce sous-espace peut s’écrire comme une
somme directe de représentations irréductibles V (s, s)
apparaissant ¢(s) fois : on note alors Hg = V (s, s)q(s), s
étant fixé par la relation n = 2s + 1. L’entier ¢(s) ainsi
défini correspond & la multiplicité de V (s, s).

Pour reconstruire l'espace de Hilbert H en entier, il
convient d’effectuer la somme directe des sous-espaces
propres d’énergie E,,. Formellement, la derniére phrase
peut se traduire mathématiquement par I’égalité :

H=EPVi(s )1, (25)
S

La question qui se pose maintenant est : pour un
demi-entier s donné, avec quelle multiplicité la repré-
sentation V(s,s) apparait-elle? En particulier, nous
n’avons pas démontré que ¢(s) était toujours non nul.
Si ¢(s) s’annulait pour un certain sg, cela signifierait
que le sous-espace propre associé a l’énergie Fog 41 est
vide, donc que ’énergie en question n’est en fait pas une
solution du probléme. Nous admettons que ¢(s) = 1 pour
tout demi-entier positif s : en parcourant l’espace de
Hilbert H, chaque représentation V(s,s) est atteinte, et
elle n’est atteinte qu’une seule fois.

Par conséquent, le spectre de 'atome d’hydrogene est
exactement le spectre donné par 'Equation (24) ou Ien-
tier n peut prendre toutes les valeurs de N*. Une autre
conséquence porte sur la dégénérescence de 1’énergie E,,.
A n fixé, le sous-espace propre en question est isomorphe
a la représentation de so(4) que l'on a notée V(s,s)
(avec n = 2s + 1), dont on sait qu’elle est de dimension
(25+1)% = n? : on retrouve la dégénérescence bien connue
du probléme de l'atome d’hydrogeéne (sans considération
de spin).

5. CONCLUSION

Pour conclure, nous avons vu qu’il était possible de ré-
soudre le probleme de I'atome d’hydrogene de fagon quan-

tique en n’étudiant que des propriétés algébriques. Cette
démarche est d’autant plus intéressante qu’elle est moti-
vée par I’étude de quantités conservées, donc de symétries,
qui jouent un role fondamental en physique. La symétrie
liée au vecteur de Runge-Lenz n’est pas développée dans
ce projet, et donnerait une suite intéressante. Nous avons
vu que l'algebre de Lie liée a cette symétrie est s0(4), et
Iinterprétation de cette symétrie est rendue difficile par le
fait qu’'une représentation matricielle de cette algebre se
ferait en dimension 4 : il s’agirait de rotations dans R*.
Le fait qu’elle ne soit pas intuitive lui vaut parfois le nom
de symétrie cachée. Une discussion détaillée est faite a ce
sujet dans la référence [7]. On peut également relier les ré-
sultats et les parameétres trouvés algébriquement avec les
formules analytiques et les nombres quantiques obtenus en
résolvant ’équation de Schroédinger.
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