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Sujet 1 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

1. Soit n > 2 un entier. On considére deux matrices A et B non nulles de M, (R) vérifiant les
hypothéses :
A=A, B’=B, AB=BA=0y,®-

On appelle f 'endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans la base canonique et de méme,
g 'endomorphisme de R™ dont B est la matrice dans la base canonique.

(a) Montrer que Im(g) C ker(f).

(b) Justifier que Im(g) est le sous-espace propre de g associé a la valeur propre 1.

(c) On note I,, la matrice identité de M,,(R).
Montrer que :

I, € Vect(A,B) <= A+ B =1,

2. On reprend les mémes hypothéses et notations que dans la question 1.

(a) On suppose que n = 2. Montrer que la dimension de Im(f) est égale a 1.
(b) On suppose que n = 2. Montrer que I = A+ B.
(c) Justifier en donnant un contre-exemple que pour n = 3, la relation I3 = A + B n’est plus

nécessairement vérifiée.
Indication : vous pourrez utiliser des matrices diagonales.

3. Soient n € N, n > 2 et A et u deux réels non nuls et distincts.
Dans cette question, M, A et B désignent des matrices non nulles de M, (R).

On suppose que :
A+B=1, M=XA+uB, M?*=XA+.°B

(a) Montrer que : A> = A et B2 = B puis que AB = BA = O, (R)-
(b) Montrer que M est inversible et déterminer une expression de son inverse en fonction de A
et B.

(c) Déterminer les valeurs propres de M.

Exercice 2.
Soit X une variable aléatoire de loi géométrique décalée de parameétre p €]0, 1[, c’est-a-dire que X est
a valeurs dans N et, pour tout k£ € N,

P(X = k) =p(1—p)*.

sin §
7r2 )

(b) Justifier que Y admet une espérance et la calculer.

1. On note A I’événement « X est impaire ».
Calculer la probabilité de A.
X -1

2. On considére la variable aléatoire Y = X

(a) Déterminer la loi de Y.
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Sujet 2 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous

n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout entier naturel n > 1, on pose :

y _/1 dt
"o (Lt

1. Montrer que la suite (uy,)nen+ converge. Dans la suite de I'exercice, on notera ¢ sa limite.

2. (a) Pour tout a €]0,1[ et tout n € N*, montrer que :

1
< —_—
Uy, < a—+ (1—|—a4)"

(b) En déduire que, pour tout a €]0,1[ : £ < a.
(c) Déterminer la valeur de /.

3. (a) Montrer que, pour tout n € N* :

(b) En déduire que, pour tout n € N* :

1 Up,

Upt] — Uy = —= — ——.
s T opont2  4p

. u
(c) Etudier la nature de la série de terme général —-.
n

4. Etudier la nature de la série de terme général u,,.

TSVP
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Sujet 2 - 2026

Exercice 2.
Soit m > 1 et p > 1 des entiers. On considére Ay, A1,...,A,—1 des matrices inversibles distinctes
appartenant M, (R). On pose :

p—1
G = {AQ,Al,... ,Apfl} et S = ZAZ
i=0
On suppose que, pour tout (i,5) € {0,1,...,p— 1}, 4;A; € G.
Soit k € {0,1,...,p — 1}. On considére I'application ¢y de G dans lui-méme définie par :
VA € G, ¢pr(A) = A A.

On admet dans cet exercice que, pour tout k € {0,1,...,p — 1}, @i est bijective.
p—1
1. (a) Justifier que, pour tout k € {0,1,...,p—1}, S = Zg@k(Ai).
i=0

) En déduire que, pour tout k € {0,1,...,p— 1}, S = AiS.
) Montrer que S? = pS.

d) Montrer que M,, 1(R) = ker(S — pI,,) @ ker(S).
) En déduire qu'il existe P € M,,(R) inversible telle que

PSP = ,

ou m est un entier tel que 0 < m < n.

1
(f) Montrer que —Tr(S) est un entier naturel, ot Tr(S) désigne la trace de la matrice S.
p

2. Montrer que ker(S —pl,) = {u € M, 1(R) | VA € G, Au = u}.
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Sujet 3 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y, de méme loi géométrique de
parametre p €]0, 1].

OnposeMz(‘;( ;

1. Exprimer A et B en fonction de X et Y.
On admet dans la suite que A et B sont des variables aléatoires.

) € M3(R). On note A la plus grande valeur propre de M et B la plus petite.

Montrer que A et B admettent toutes les deux une variance que ’on calculera.
Calculer la covariance de A et B.

Les variables A et B sont-elles indépendantes ?

A R o

Déterminer la loi de B.

Exercice 2.
=4

1. Justifier que la série de terme général m

est convergente.

11,2 400 1,,2
In=(¢t In“(¢
2. (a) Justifier que les intégrales / n(t) dt et / n-(t) dt sont convergentes.
o 1+ 12 o 1+t

Dans la suite de I’exercice, on pose :

+00 1..2 11..2
I:/ ) G et J:/ ) 4
0 0

1+1¢2 1+1¢2

S 1
(b) A T'aide du changement de variable x = o exprimer la valeur de 'intégrale I en fonction

de la valeur de l'intégrale J.

1
3. (a) Pour tout entier naturel n, justifier que I'intégrale / t?"1n?(t) dt est convergente.
0

1
(b) Pour tout entier naturel n, on pose u, = / 2" n?(t) dt.
0
Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

2
(2n+1)3°

Up =

(¢) En déduire que
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Sujet 4 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit n > 2 un entier naturel.

On note S, = {M € My(R) | "M = M} le sous-espace vectoriel de My, (R) des matrices symétriques
et A, = {M € M,(R) | "M = —M} celui des matrices antisymétriques.

Pour une matrice M € M,,(R), Tr M désigne la trace de M.

1. Pour tout A € A, calculer la trace de A.
2. Montrer que M, (R) =S, ® A,.
3. On considére I'équation (E) : M + M = 2(Tr M)I,,, ot M € My(R).
On note & l'ensemble des solutions de (E).

(a) Montrer que & est un sous-espace vectoriel de M., (R).

(b) Montrer que & = A,.
4. On considére I’équation

(E): M+'M = %(Tr M)I,

ou M € M,(R).
Déterminer ’ensemble des solutions & de (E’).

Exercice 2.
Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur 'intervalle [0, 400l

+00
1. On suppose pour cette question que l'intégrale f(t)dt est convergente et on montre que
0
li =0.
e, "/ () =0

(a) Démontrer que

¥z >0, 0< gf(x) g[:f(t)dt.

(b) En déduire que lim zf(z) =0.

T—+00

2. Vérifier que la fonction g définie sur [0, 00| par :

1
(t+2)In(t + 2)

vVt € [0,+o00], g(t) =

fournit un contre-exemple & la réciproque de I'implication démontrée dans la question 1.

TSVP
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Sujet 4 - 2026

3. On rappelle que |t| désigne la partie entiére du réel ¢, c’est-a-dire que [t] est l'unique entier
vérifiant [t] <t < [t] + 1.
On désigne par h la fonction définie sur R par

t(1—t) site]|0,1]
0 sinon

vVt e R, h(t) = {
et par f la fonction définie sur R par

VtER, f(t)=h (2M (t— m)) .

(a) Veérifier que la fonction h est continue sur R.

(b) Pour tout entier naturel n et tout réel ¢t appartenant a l'intervalle [n,n + 1[, donner I'ex-
pression de f(t) en fonction de h, t et n.

(c) Justifier que la fonction f est continue et positive sur [0, +00].

(d) En utilisant un changement de variable, justifier que

k+1 1 1
vkeN, [ f()di=— / h(u) du.
k 2% Jo

n
(e) Pour tout entier naturel non nul n, calculer I'intégrale / f(t)de.
0

+oo

Justifier que 'intégrale f(t) dt est convergente et déterminer sa valeur.
0

(f) En utilisant la suite (a,)nen des réels a, = n +

il pour n entier naturel, justifier que

xf(x) ne converge pas vers 0 lorsque x tend vers +oo.
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Sujet 5 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit m > 2 un entier, on pose E = R™. On note (-,-) le produit scalaire usuel sur E, || - || la norme
associée et A = (ey,...,ey) la base canonique de E.

On considére I'endomorphisme f: E — E défini par :

Vie {12 n}, fle) = et eat oo ten

Soit ay,ag,...,a, des réels, on pose m = min{ay, as,...,a,} et on suppose que m > n.
On définit un endomorphisme d: E — E en posant, pour tout i € [1,n], d(e;) = a;e;.
On note enfin g = f +d.

1. (a) Montrer que le vecteur w = ej + eg + - - - + €, est un vecteur propre de f.
A quelle valeur propre est-il associé?

(b) Déterminer une base orthonormée de Im f.
(¢) Montrer que B’ = (ea — e1,e3 —e1,...,e, — €1) est une base de ker f.
(d) Montrer que Im f = (ker f)=*.
(e) En déduire qu'il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de f.
(f) Montrer que, pour tout u € E, || f(u)|| < n||ul.
2. (a) Montrer que d est bijectif.
(b) Montrer que, pour tout u € E, ||d(u)|| > m|ul|.
)

Montrer que, pour tout v € E :
1
d~1 < —||v]|.
4@l < [

(d) Montrer que, pour tout v € E non nul, || f(u)|| < ||d(u)]|.
(e) En déduire que g est bijectif.

Exercice 2.
On définit la fonction g définie sur ]0, +oo[ par, pour tout = > 0, g(z) = x(Inx)2.
1. (a) Montrer que g réalise une bijection de |1, 4o0[ sur |0, +o0].
On note h la bijection réciproque de la restriction de g a l'intervalle |1, +o0[.
(b) Montrer que pour tout x €]0, +ocl, In[h(z)] + 2In[ln(h(z))] = Inz.
(c) Déterminer un équivalent de In[h(x)] quand x tend vers +oo.
(d) En déduire un équivalent de h(z) quand = tend vers +oo.
2. On définit f: R — R par :
1

29(J|)

1
si|z| < — etz #0,
e

Ve eR, f(x)=

0 sinon.

Montrer que f est une densité de probabilité.
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Sujet 6 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Une urne contient trois jetons numérotés 1,2,3. On y effectue des tirages avec remise.

On considére la variable aléatoire Y correspondant au numéro du tirage ot ’on obtient pour la premiére
fois un jeton différent du premier tiré et la variable aléatoire Z correspondant au numéro du tirage ot
I’on obtient pour la premiére fois un troisiéme jeton différent.

1. Déterminer la loi de Y.
2. (a) Quelleestlaloide X =Y —17
(b) En déduire I'espérance et la variance de Y.
3. Soit n > 2 et m > 3 des entiers. Calculer P((Y =n) N (Z =m)).
4. En déduire la loi de Z.

5. Justifier que Z admet une espérance et la calculer.

Exercice 2.
On note E l'ensemble des fonctions ¢: [0, +o0o[— R continues, bornées et telles que, pour tout réel

O to(t)

2 + 12

strictement positif z, I'intégrale / dt est convergente.
0

1. La fonction constante égale a 1 sur [0, 4+o00[ est-elle un élément de E'?
t

142

2. On considére la fonction ¢ définie sur [0, +o00[ par : ¢(t) =

(a) Montrer que la fonction ¢ appartient a E.
(b) Déterminer deux nombres réels a et b tels que, pour tout (z,t) € R2\{(0,0)}, on ait :

21-a2*) a n ba?
(22 +12)(14+2)  1+12 22 +42°

o tg(t)

dt.
x2 412

Dans la suite, on pose, pour tout réel strictement positif z, ¥ (z) = /
0

(c) En déduire la valeur de ¥ (x) pour tout réel x strictement positif et différent de 1.
(d) A P'aide d’une intégration par parties, calculer 1(1).
(e) Veérifier que 1 est de classe C! sur |0, +ool.

3. Soit f une fonction continue sur [0, +oo[ qui admet une limite finie £ en +oo.

(a) i. Montrer qu’il existe A > 0 tel que :
Ve > A, 0—1< f(z) <l+1.

ii. En déduire que f est bornée sur [0, 4o0].
(b) Montrer que si £ # 0, f n’appartient pas a E.
(c¢) La fonction f appartient-elle & F si £ =07
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Sujet 7 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie sur R? par :

V(z,y) €R?, fulz,y) = (2" —y)e" V.

1. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction f,.
2. On suppose ici que n = 2.
(a) Vérifier que la fonction fo admet un unique point critique (xg,yo) que 'on précisera.
(b) Montrer que la fonction fo admet un extremum local en (xg,yo) et préciser sa nature.
3. On suppose ici que n = 1. On considére la fonction ¢ définie par : ¢ : R — R : ¢ > tel.
(a) Déterminer 'ensemble des points critiques de la fonction f.
(b)
(¢) Pour tout couple (z,y) de réels, exprimer fi(z,y) a 'aide de la fonction .
(d) En déduire qu’en chacun de ses points critiques, la fonction f; admet un minimum global.

Vérifier que la fonction ¢ admet un minimum global sur R.

Exercice 2.

Soit n > 2 un entier et on note £ = R". On considére u: F — R une application linéaire non nulle et
un vecteur a € E non nul.

On définit I'application f par :

Ve € E, f(z) =u(a)r —u(x)a.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. (a) Calculer f(a).
(b) Déterminer ker f et f(keru) ou f(keru) = {f(z): x € keru}.
Indication : distinguer les cas ot a € keru et a ¢ ker u.
3. On suppose que u(a) = 0.

(a) Justifier que 0 est 'unique valeur propre de f.

(c) Déterminer le rang de f et donner une base de 'image de f.
(d) Calculer fo f.
4. On suppose que u(a) # 0.

)

(b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
)
)

(a) Déterminer les sous-espaces propres de f.
(b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Epreuve orale de mathématiques 2026, concours d’entrée 4 ’ENS de Lyon, série Sciences économiques et sociales



Sujet 8 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit ¢ un nombre réel, on considére la fonction f définie sur R par

VzeR, f(z)= { S(efﬂ ~1) :na;f}o, 1

1. (a) Déterminer c tel que la fonction f soit une densité de probabilité.
Dans toute la suite, on désigne par X une variable aléatoire admettant la fonction f comme densité.
Les résultats des calculs pourront étre donnés en fonction du réel c.
(b) Déterminer une expression de la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X.
2. On considére la variable aléatoire Y = 1T-x _1 <
Déterminer une expression de la fonction de répartition GG de la variable aléatoire Y.
En déduire que Y admet une densité et préciser une expression de cette densité.
La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ?
Justifier que, pour tout entier naturel n, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre n.
On notera u, = E(X"™) la valeur de ce moment d’ordre n, pour tout n de N.

(b) Démontrer que lim w, = 0.
n—+oo

(c) Justifier que, pour tout ¢ >0 : lim P(X" >¢)=0.

n—-+00
4. (a) En utilisant des intégrations par parties, montrer que :
n+1
n+2

VneN, upp1=1—(n+1u,+c

(b) En déduire les valeurs de I'espérance et de la variance de X.

Exercice 2.

Soit n € N et ag,aq,...,a, des réels deux a deux distincts.
1. (a) Soit (bg,b1,...,b,) € R*1 montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,[z] tel que,
pour tout ¢ € {0,1,...,n}, P(a;) = b;.
Indication : vous pourrez considérer Uapplication u: R,[z] — R Q — (Q(ao), ..., Q(an)).

(b) Soit k € {0,1,...,n}. Expliciter le polynéme P dans le cas ou, pour tout i € {0,1,...,n},
b — 0 sii#k
11 sii=k.
Dans la suite de ’exercice, on notera L ce polynéme P.
2. Montrer que (Lo, L1, ..., Ly,) est une base de R, [z].

n
3. Montrer que, pour tout p € {0,1,...,n}, XP = Zasz.
k=0

4. On suppose dans cette question que n =3, ag =0, a1 =1 et ag = 2.
(a) Calculer Ly, L1 et Lo.
(b) En déduire un polynéme P € Ry[x] tel que P(0) =1, P(1) =3 et P(2) = 1.
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Sujet 9 - 2026

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

2 2
Pour tout entier naturel k, on considére les intégrales I, = / cos? (1) dt et Jj, = / t? cos?*(t) dt.
0 0

1
1. (a) Justifier la convergence de la série Z —— et calculer la valeur de sa somme.
n(n —1)
n>2
1
(b) En déduire que la série Z — est convergente et que sa somme est inférieure ou égale a 2.
n>1 n
2. (a) Justifier que
T T .
Vit € |:0, §:| 5 t S 5 Sll’l(t).

(b) En déduire que

2
vk € N, ongggwh—Lﬁg.
(c) Démontrer que
2k+1

. . . . J;
(d) Justifier que, pour tout k € N, I > 0, puis étudier la convergence de la suite <k> .
k/ keN

3. (a) Démontrer que, pour tout k € N*, I, = —2k?Jy, + k(2k — 1) J_1.
(b) En déduire que

* Jk—l Jk 1
Vk e N - =_—.
oIy Iy 2Kk2
+o0 1
(c) Déterminer la valeur de la somme E o
n=1

Exercice 2.
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. Soit A1, Ay des réels strictement positifs et X;, Xo des variables aléatoires indépendantes qui
suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs A1 et As.
(a) Donner E(X; + X32) et V(X1 + X3).
(b) Déterminer la loi de X3 + Xo.
2. Soit p €]0,1[ et A €]0,4+00[. On considére des variables aléatoires X et Y. On suppose que Y
suit une loi de Poisson de paramétre \, X est & valeurs dans N et, pour tout (m, k) € N2,
m)pk(l —p)™ sk e[0,m]

P(X = k[Y = m) = <k

0 sinon.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) On pose Z =Y — X. Déterminer la loi de Z.
(c) X et Y sont-elles indépendantes ?
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a& ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais 4 vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

24T
On considére dans cet exercice un entier naturel n supérieur ou égal & 2 et on note w =e n .
Les questions 2, 3 et 4 sont indépendantes.

1. Soit p € {0,...,n} un entier. Calculer, selon les valeurs de p, la somme s, = Zwkp

n—1
k
2. (a) Démontrer que Zcos ( 7T> =0.
k=0 n
(b) Vérifier que, pour tous nombres réels 6, et o, on a :

; . o 01 — 05 61 +6
e — ¢i%2 — 9;4in <T ez .

(c) Déduire de ce qui précéde que :

On rappelle que, pour tout x € R, 2sin?(x) = 1 — cos(2z).
3. Soient a et b deux nombres complexes.
(a) Montrer que :
n—1
nla| < Z ‘a —|—wkb‘ .
k=0

(b) Montrer que :

- n—1
Z ‘a—i—wkb‘ = Z ‘b—}—wka‘.
k=0 k=0

(¢) En déduire I'inégalité suivante :

n

-
]a\+]b[ Z‘a—i—wkb‘
k=0

TSVP
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Exercice 2.
On rappelle que si f est une fonction de classe C* sur un intervalle I, alors f( désigne la dérivée
n-iéme de f :

FO=F et WneN, foh = (fm)

Vn € N, <2n> < 4™,
n

(b) Justifier que, pour tout réel x appartenant a U'intervalle | — 1,1[, la série de terme général

()

~BL 2™ est convergente.

1. (a) Démontrer que

4n
2. (a) Justifier que la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par
1
v G] — 00, 1[, SD(CC) =
1-2z
est de classe C™ sur | — 0o, 1] et démontrer que :
_ YR CLOL -2}
VneN, Vo €] —o0,1, ¢ (z) = o xn!(l x)” 2

(b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

_ Gk [TE iy g
v G] 00, 1[’ Qp(x) - Z 4l<: T+ A n! ¥ (t) t.
k=0 )

3. (a) Pour tout couple (t,x) de réels vérifiant 0 < t < x < 1, vérifier que :

x—t
—1-—-t

<z

(b) En déduire que, pour tout réel x de l'intervalle [0, 1], on a :

lim M(p(""'l)(t) dt = 0.
n—+oo Jq n!

4. En déduire, pour tout réel x de l'intervalle [0,1[, la valeur de la somme de la série de terme

2n
général (4%):6"
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

1. Montrer que pour tout entier p > 1 et pour tous événements Ay, ..., A, tels que

P(AinN---NA,_1)#0,0ona:
P(A1 n---N Ap) = P(Al)P(A2|A1)P(A3‘A1 N AQ) .. P(Ap|A1 n---N Ap_l).

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une suite de tirages
au hasard dans cette urne de la maniére suivante :

— A chaque tirage d’une boule blanche, on replace cette boule dans 1'urne, puis on ajoute des boules
blanches jusqu’a avoir multiplié par deux le nombre de boules blanches dans 'urne;

— Si on tire la boule noire, on arréte les tirages.

Ainsi, le nombre de boules blanches dans 1'urne est multiplié par deux a chaque étape (sauf la derniére
ou le jeu s’arréte).

Pour tout n € N*, on note B,, I'’événement « les n premiers lancers ne donnent que des boules blanches »,
et on pose u, = P(By,).

2. Montrer que la suite (uy)nen+ est convergente.

n—1 k
2
3. Montrer que pour tout n € N*, P(B,,) = H Fr1
k=0

4. On note B I’événement « les tirages ne s’arrétent jamais ».
(a) Justifier que P(B) = lm w,.

n—-+oo

B 1
(b) Etudier la convergence de la série de terme général In <1 + 214)

(c) En déduire que P(B) # 0.

Exercice 2.
Soit m > 2 un entier, on pose £ = R™. On note (-, -) le produit scalaire canonique sur E, || - || la norme
associée et (e1,ea,...,e,) la base canonique de E.

1. Soit ¢: E — R une application linéaire non identiquement nulle.
Montrer que ker ¢ est de dimension n — 1.

2. (a) Soit v un vecteur non nul de E.
Montrer que l'application 1, : x +— (v, x) est une application linéaire de E vers R.
Préciser le noyau de .
(b) Réciproquement, montrer que, pour toute application linéaire ¢ non identiquement nulle de
FE vers R, il existe un unique vecteur non nul v € E tel que ¢ = 1,,.
Indication : pour une application linéaire ¢: E — R et © € E, on pourra calculer () en
écrivant © dans la base canonique.

TSVP
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3. Soit ¢ une application linéaire non identiquement nulle de E vers R, u un vecteur non nul de

H =%kerpet f: E— E ’endomorphisme défini par :
Ve e E, f(x)=x+ p(z)u

(a) Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de f.
(b) f est-il diagonalisable ?

(c) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est de la forme :

10 ......0
a 1
A=10 o
0

]
o
—

ol o € R.
Indication : utiliser la question 2 (b).

(d) Justifier que f est bijectif puis montrer que f~! peut étre défini par une formule analogue

a ().
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére la fonction g définie sur R par :

1+
Vr e R, g(z) = T+ o

ainsi que la suite (up)nen définie par :
uw=0 et VneN, u,r1 = g(uy).
1. (a) Etudier les variations et les limites de la fonction h définie par :
Ve € R, h(x) =1 — ze”.

(b) Dresser le tableau de variations de la fonction g. On montrera en particulier qu'il existe un
unique extremum, atteint en un réel que ’on notera «.
(c) Justifier que 0 < o < 1.
On pose I = [0, a].
(d) Montrer que, pour tout x dans I, g(x) appartient a I.

2. (a) Montrer que :
VneN, u, € 1.

(b) Justifier que la suite (u,)nen est convergente et préciser sa limite.

Exercice 2.

On considére deux jetons J; et Jy, équilibrés (c’est-a-dire que chaque face a une chance sur deux
d’apparaitre au cours d’un lancer).

Le jeton J; posséde une face numérotée 0 et une face numérotée 1. Le jeton Jo posséde deux faces
numérotées 1.

Un joueur choisit au hasard de maniére équiprobable un jeton puis effectue une série de lancers indé-
pendants avec ce jeton.

On note F I’événement : « le jeton Jj est choisi pour le jeu ».

1. Soit n € N*. On note V,, 'événement : « le joueur obtient n fois 1 lors des n premiers lancers ».
(a) Déterminer P(V},).
(b) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu n fois une face portant le numéro 1
lors des n premiers lancers.

Quelle est la probabilité qu’il ait joué avec le jeton .J; 7 Quelle est la limite de cette proba-
bilité lorsque n tend vers 400 7 Interpréter ce résultat.

TSVP
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Dans la suite de ’exercice, on considére la variable aléatoire X égale au rang d’apparition de la premiére
face portant le numéro 0 et on pose X = 0 si la face portant le numéro 0 n’apparait jamais.

On considére également la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére face portant
le numéro 1 et on pose Y = 0 si le numéro 1 n’apparait jamais.

2. (a) Calculer, pour tout n € N*| la probabilité P(X = n).

1
(b) En déduire que P(X =0) = 3

3. (a) Calculer, pour tout n € N*, la probabilit¢ P(Y = n).
(b) En déduire que P(Y =0) = 0.

4. On considére la variable aléatoire S = max(X,Y).
(a) Déterminer S(£2).
(b) Montrer que P(S =1) = P(X =0) = %
(c) Déterminer la loi de S puis préciser son espérance et sa variance.

5. On considére la variable aléatoire 7= min(X,Y).
Déterminer la loi de T' puis préciser son espérance et sa variance.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

On considére la fonction f: R\ {—1} — R définie par, pour tout t € R\ {—1}, f(¢) =

42
et

2(1+1¢)
+o0
1. Montrer que I'intégrale / f(t) dt est convergente si, et seulement si, z €] — 1, +00].

x

+o0
On note, pour tout x € | — 1, 4+o00], F(x) = / f(t) de.
T

2. (a) Etudier les variations de F sur [0, +o0].
(b) Déterminer la limite de F' en +o0.

3. On définit la suite (zy,)nen en posant g = 1 et, pour tout n € N, z,11 = F(zy).
a) Montrer que pour tout n € N, x,, > 0.

(
(b) Montrer qu'’il existe un unique a > 0 tel que F(«) = a.

d

)
)
1
(c) Montrer que pour tout n € N, |z,41 — af < §|:rn —al.
) Etudier la convergence de la suite (2, )nen.

)

Et
n
Déterminer un équivalent de la suite de terme général S, = Z xj, quand n tend vers +oo.
k=0

(e

Exercice 2.

Soit n > 2 un entier naturel. On note £ = R" et on considére un endomorphisme diagonalisable f de
F ainsi qu'une valeur propre A de f.

L’objectif de cet exercice est de démontrer que :

E =ker(f — A1dg) @ Im (f — AIdg)

1. Démontrer la propriété dans le cas ou A est I'unique valeur propre de f.

2. Dans la suite, on suppose que f posséde au moins deux valeurs propres distinctes et on note
A AL, .., Ap les p+ 1 valeurs propres deux a deux distinctes de f, avec p entier naturel non nul.
On notera également, pour tout ¢ appartenant a {1,2,...,p} : Ey, = ker(f — \; Idg).

(a) Justifier que dim (Ex, @ E), ®--- ® E),) = rg(f — Adp).
(b) Soient ¢ appartenant a {1,2,...,p} et u un vecteur appartenant a Ej,.
Démontrer que u appartient a Im (f — A1dg).
(c) En déduire que E = ker(f — Aldg) ® Im (f — A1dg)
3. Donner un exemple d’endomorphisme f de I'espace vectoriel E = R? admettant une valeur propre
A et tel que 'égalité E = ker(f — AIdg) @ Im (f — A1dg) ne soit pas vérifiée.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére les fonctions f et g définies par :

Inz x
1 1 = = .
Va €]0, 1{U]1, +o0], f(x) T et Vx €]0,4o00[, g(x) |
+oo 1 71'2
On admet dans cet exercice que kg_l 2= G

1. (a) Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur |0, +oo.

(b) Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 4+00].

Dans la suite, on note encore f et g les prolongements ainsi obtenus.
(c) Montrer que pour tout x €]0, +oo[, 0 < g(x) < 1.

. On pose L(z) = /196 f(¢) dt.

(a) Montrer que L est définie sur [0, +oo[ et dérivable sur |0, +oo].
+oo
(b) Montrer que L(0) = / g(x) dx.

(\V)

0
Indication : on pourra faire le changement de variable x = —Int.

+00
3. Pour tout entier k > 1, montrer que 'intégrale / e dz converge et donner sa valeur.
0

—(n+1)z

xe

4. (a) Verifier que pour tout n € N* et pour tout x €]0, +o0], e g(x)e ™"
re—(ntl)w

+o0
(b) Pour tout n € N*, montrer que 'intégrale / dx converge.
0

1—e®
oo .. e—(n-i—l)m
(c) Montrer que lim —dz =
n—+oo Jq 1—e®
5. (a) Montrer que, pour tout n € N* :

00 po—(ntl)z

n +oo
L(0) = / ze ™ dx +/ — dx.
; 0 0 1—e?%
(b) En déduire la valeur de L(0).

Exercice 2. 5
On lance une piéce donnant pile avec probabilité — jusqu’a obtenir deux piles consécutifs. On considére

la variable aléatoire X donnant le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux piles consécutifs.
Pour tout n € N*, on note a,, = P(X = n) et A, 'événement « on obtient pile au n-iéme lancer ».

1. Calculer a; et as.
2. Montrer que {A7, A; N Ay, A; N As} est une famille compléte d’événements.

1
3. (a) Montrer que pour tout n > 3, a, = gan_l + §an_2.

(b) Pour tout n > 1, déterminer a,, en fonction de n.

4. Calculer la probabilité que le jeu se termine.
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Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Une machine produit de maniére aléatoire et indépendante deux types de piéces. Les piéces de type A
sont produites avec probabilité a €]0, 1] et les piéces de type B avec probabilité b = 1 — a.
Chaque piéce produite a une probabilité p €]0, 1] d’étre défectueuse, indépendamment de son type et
des autres piéces. On introduit les variables aléatoires suivantes :
— X est égale au nombre de piéces produites jusqu’a 'apparition de la premiére piéce de type A;
— D est égale au nombre de piéces défectueuses produites jusqu’a 'apparition de la premiére piéce
de type A.

1. Déterminer la loi de X et préciser son espérance et sa variance.

+o0
k
2. Montrer que, pour tout n € N* : P(D =n) = E < )p"(l — p)k_”bk_la.
n

k=n
7! )
. r — ssm<r
On rappelle que, pour deux entiers naturels m et r, on a = (r —m)!m!
m 0 stm>r

On admet que :

emere (1)+(,0)= (1)

Posons, pour tout n de N : w,, = P(D = n).
3. Démontrer que, pour tout n € N : w41 = bpu, + b(1 — p)uy41.
4. Montrer que (uy),cy est une suite géométrique puis en déduire uy.
5. Déterminer la loi de la variable aléatoire D + 1 puis en déduire la valeur de I'espérance de D.

Exercice 2.

Dans cet exercice, R? est muni de son produit scalaire canonique (-, -) et on note || - || la norme associée.
Soit a, b, ¢ des réels tels que a® + b?> + ¢ =1 et ¢ est non nul.

On considére le vecteur w = (a, b, ¢) et la matrice :

0 —c¢c b
M = c 0 -—a
—b 0

On note ¢: R? — R3 I'endomorphisme dont M est la matrice dans la base canonique de R3.
1. Déterminer le rang de M.
2. Montrer que pour tous vecteurs u et v de R3, on a : {p(u),v) = —(u, ¢(v)).

3. Quelle est la seule valeur propre possible de ¢ 7 Déterminer le sous-espace propre associé a cette
valeur propre.

1
4. Déterminer une base orthonormée % = (e, ez,e3) de R3 telle que e; = ———(c,0, —a) et

90(63) = (07 0, 0)'
5. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base A.
6. L’endomorphisme ¢ o ¢ est-il diagonalisable ?
7. Soit u € R? un vecteur orthogonal & w. Calculer o o p(u).
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